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CONSTRUCCION DE TRIANGULOS

1.- ELEKENTOS NOTABLES.

El tema que a continuacidn se expone tiene por objetivo la representacién grafica de formas planas
triangulares, en particular, y poligonales, en general, asi como su correcta determinacién dimensional,-

es decir, conocer las cotas o medidas que, en cada caso, deben consignarse en el dibujo.
Los elementos notables del tridngulo se designan de acuerdo con la norma UNE 5.028, Simbolos geomé-

tricos, cuando éstos son contemplados en ella.

1.1.- Vértices, lados y &ngules. Fig. 1.

Los vértices se ordenan en sentido contrario al movimien-

to de las agujas del reloj y se designan por las letras A, B y C.
Cuando el tridngulo es isdsceles o rectangulo, el vérti-
ce A se corresponde con el de interseccién de los lados iguales

o de los catetos, respectivamente.

Los lados se designan por a, b y ¢, de forma que son los

opuestos respectivos a los vértices A, B, y C. E1l perimetro se

designa por 2p, es decir, 2p=a+ b+ c.

Los angulos interiores se designan por las mismas letras

que sus vértices, es decir, que A+B+C= 18009

1.2.- Medianas. Baricentro. Fig. 2. -

Como es sabido, las medianas son los segmentos que unen -
los vértices con los respectivos puntos medios de los lados -~

tos. i : =m : BM, = = .
opuestos. Se designan por AMa ma, b =m ¥ CMC mc

Si se consideran trazadas, en la figura,las medianas m_y
a

m sélamente, el segmento MaMb es la paralela media respecto

del lado AB y los tridngulos ABC y MbMaC son semejantes con ra

26n de semjanza K=2. Asimismo, son semejantes los tridngulos -

ABBa y MaMbBa' por lo que la mediana CH del tridngulo MbMaC,-

Fig.2

lo es también respecto del ABC, es decir,

La tres medianas de un tridngulo se cortan en un punto B , que se denomina baricentro.
a [ ———

Las propiedades de este punto notable y las de todos los demis elementos del mismo carédcter, serdn

expuestas posteriormente con la intensidad requerida por el objetivo pretendido.



1.3.- Mediatrices. Circuncentro. Fig. 3.

El punto de interseccién Cc de las mediatrices de dos
lados del triéngulo, equidista de los tres vértices A, B, ¥
C, por lo cual la tercera mediatriz también concurre con las

dos anteriores en dicho punto.

Las tres mediatrices de los lados de un tridngulo se corA

an en un punto, que se llama gcircuncentro,

Recibe el nombre de circuncentro por ser el centro -
de la circunferencia circunscrita al trisngulo, cuyo radio
se designa por R. En los tridngulos rectangulos la circunfe
rencia circunscrita tiene por centro el punto medio Ha de -

la hipotenusa, es decir, a = 2R.

1.4.- Alturas, Ortocentro, Fig. &.

Los segmentos de las perpendiculares comprendidos en-
tre los vértices y los respectivos lados opuestos, se deno-
minan alturas del tridngulo, las cuales se designan por :

AH = h , BH =h yCH =h.

Sipor los vértices se trazan las paralelas respecti
vas a sus lados opuestos, se forma un nuevo tridngulo A'BIC!
de lados dobles que el primero, cuyos puntos medios son los

vértices A, B y C.

En efecto, por construccidn ABCB' es un paralelogramo,
de donde AB = B'C. De igual forma, del paralelogramo ABA'C
se obtiene que AB = CA'. De ambas expresiones se deduce -
primeramente que B'C = CA!' y, después, que B'C+CA' = 2AB.
Andlogamente se demuestra para los otros lados. En consecuen

cia, las alturas del tridngulo ABC son mediatrices del A'B!'C!

por lo que :| Las tres alturas de untridngulo se cortan en un punto, 1lamado ortocentro.l

1.5.- Bisectrices. Incentro. Fig. 5.

Las bisectrices de los angulos interiores A, B8 y L se
designan por AVa= L BVb= vy ¥ CVc= vee
Como el punto de interseccidn In, de dos de estas bi-

sectrices, equidista de los tres lados, la tercera bisectriz

concurre en el mismo punto con las otras dos. Por ello,.

Las tres bisectrices de los angulos interiores de un —-

tridngulo se cortan en un punto, denominado_incentre.

i’§7.5'

Esta denominacidén se deriva de que el citado punto es el centro de la circunferencia inscrita en el

tridngulo, cuyo radio se designa por .



1.6.- Tridngulo értico. Fig. 6

Al unir los pies de las tres alturas se forma el tridn

gulo H H H , que se denomina drtico del ABC.
abe —_—

b
Como Hc y Hb son vértices delos respectivos anqu-
los rectos de los tridngulos recténgulos BHCC y BHbC, la --
circunferencia de didmetro BC es circunscrita a ambos y %=8

(1}, pues, ambos angulos son inscritos y abarcan el arco --

H Hb. Por otra parte, la circunferencia de didmetro OPC es
¢

circunscrita a los tridngulos recténgulos OrHaC y OrH ¢, —-

b

por lo cual J&::U (2)’pues, son inscritos y abarcan el arco

0 Hb' Finadlmente, por iguales razones, la circunferencia de
r .

didmetro OrB pasa por H, y H .,y se deduce que :

of=d (3), por abarcar ambos el arco OrHc' De las expresio- ‘
, Fig,
nes (1) y (2) se deduce que <=1¥ , y de ésta y de la (3) 9.6
se obtiene que ¥=8&. De forma andloga se demuestra que las otras dos alturas hb y h, del tridngulo ABC, son

bisectrices respectivas de los &nqulos interiores H pY He del tridngulo 6rticoe. Por lo anterior :

Las alturas de un tridngulo son bisectrices de los &ngulos interiores de su tridngulo Grtico, por lo

que el ortocentro del primero es incentro del segundo.

1.7.- Exincentros. Fig. 7

Las bisectrices exteriores de un tridngulo son per--
pendiculares a las correspondientes bisectrices interiores
y se cortan dos a dos en un punto en el que concurre, tam--
bién, la bisectriz interior a la que pertenece el tercer --

vértice. En la figura se observa como en Ia' por ejemplo, -

concurren vé, vé,y la prolongacidén de v .
a

Los puntos Ia, Ib e Ic se denominan exincentros del -
triéngulo ABC y, por equidistar cada uno de ellos de los —-
tres lades, son centros de las denominadas circunferencias

exinscritas (tangentes a uno de los lados y a la prolonga—-

cidn de los otros dos). Los radios de estas circunferencias

se designan por/oa,jab, y}ac, respectivamente.

De la ortogonalidad de cada bisectriz interior y la

correspondientes bisectriz exterior, se deduce :

Fﬂ;.?

Un tridngulo es drtico del que determinan sus exincentros

De conformidad con lo expuesto en homotecia, las circunferencias inscrita y cada exinscrita, por
ser coplanarias, son homotéticas con centros de homotecia, directa e inversa, los puntos de interseccién
de las tangentes comunes exteriores e interiores, respectivamente. Asi las parejas de puntos A-V , B—%

a t

y C—VC; son centros de homotecia que transforman la circunferencia 1 en las 1 . Ib e I , respectivamente,
n a €



1.8.- Transversales.

La recta que corta a los lados de un tridngulo, o a -
sus prolongaciones, y no pasa por sus vértices es llamada -

transversal del mismo.

En la representacién a) de la Fig. 8, la transversal
r atraviesa el tridngulo y los puntos de interseccidn con -
los lados a, b y ¢ se denominan A', B' y C!, respectivanen
te. En la representacién b), es exterior al triingulo y los
tres puntos A', B' y C' estdn sobre las prolongaciones res-
pectivas de los lados.

Se dice que dos puntos de una recta son isotémicos, -
respecto de un segmento de ella, cuando tienen por punto me

dio el del segmento; esto es, los puntos de la recta sopor-

te de un segmento que equidistan de su punto medio, son iso-

tomicos.

Finalmente, se denominan transversales reciprocas al

par de transversales que cortan a los lados del tridnqulo -

en puntos isotdmicos respecto de ellos. En la Fig. 9, ry s

son transversales reciprocas, pues, M A'= M A" | My B'=M B%y

McCr= M LM, 0 lo que es igual, en valor absoluto BA'= CA", -
CB'=AB" y BC'=AC™.

1.9.- Cevianas, Fig. 10.

Las rectas que unen un punto del plano del tridngulo
con sus vértices, se denominan cevianas del tridngulo.

En la representacidn a), el punto considerado P es --
interior al tridngulo, mientras que en la representacién b)

se ha considerado exterior a €1.

1.10.- Rectas y puntos isogonales. Fig. 11,

Respecto de dos lados de un tridngulo, se llaman iso—
gonales las dos semirrectas que forman 4ngulos iguales y de
sentido contrario con ellos, y pasan por ese vértice.

En la figura se han trazado las cevianas ca, cb y cc

correspondientes al punto P, las cuales forman los &ngulos
of, Ay ¥ conlos lados AB y BC. Sus isogonales c;, cgy
c! forman con los lados AC y CB los 4ngulos - &'z« -~
-/;':}3 y ~¥=¥ que, como se demostrari en su momento, se —-
cortan también en un punto, P' en la figura que se denomi-
na punto isogonal del P. Es f4cil deducir que las bisec-

trices del tridngulo son, también, bisectrices de los pares

de rectas isogonales correspondientes.

A’




2.~ PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LOS ELEMENTOS NOTABLES.

x>
2.1.- Baricentro. Fig. 12, A
x>
P y Q son puntos medios de los segmentos BB y CB , - 4 ~
a 2 -
respectivamente, por lo cual H be BC/2 =PQ; por ser ambos
¢ 2z, M
segmentos paralelas melias respecto BC, en los tridngulos b
ABC y BaBC. Anilogamente, MCP=ABa/2=MbO,pues, tanbién son =2
paralelas megias en los tridngules AB;B y AB_C, respecto - P \ Q
: Ma,
de AB. B — c
. al2
Por lo anterior, H‘ﬂbQP es un paralelogramo y, como -
(24
es sabido, sus diagonales se cortan en el punto medio, por ! 1
lo cual HbBa= BaP =1/3 noy McBaz B0 - 1/3 m. /72; 12

Con cuzlguiera de los otros dos paralelogramos que pueden trazarse scbre los segmentos MaMb y H Hc'
a

se demuestra la misma relacién respecto de m . Por tanto,
a

£l baricentro de un tridngulo dista de sus vértices doble que de los respectivos pies de las medianas

2.2.- Circunferencia inscrita. Fig. 13.

Se han denominado Ta' T TC a los puntos de contac

by
to de esta circunferencia con los lados del tridngulo y como
ATb=ATc, TZ=STC y CTa = CTb, se tiene que 2p= 2CTa+ZBTa+2ATb
o lo que es igual p = CT +BT «AT . Ahora bien, como CT +B7 =2

a a b a a !

p = a+ATb o ATb= p—a‘. De forma andloga se demuestra que

B:a= p:E] y C'a = p—?} por lo que se puede enunciar:

Los segmenics de tangente desde los vértices de un tridn-

gulo hasta les puntos de contactocon su circunferencia ins}

crita, tienen por valor la diferencia entre el semiperime-|

tro y el lado opuesto.

JC
. 7!
2.3.- Circunferenciasexinscritas, Fig. 14. P ' v <
De la figura se deduce que BT;+BTé=a+CT;+c+ATé (1), _ A
i c &
TI_LTt 1_ATH s AT =0T =b [y I
pero como C;a CTb y ATc ATb, se tiene que CTa+ Tc CTb+ATb . . A \SF ; b
Sustituyendo este valor en (1),se obtiene la relacién: ¢ Tb
. 1,9 7.
BT;+BT;= a+c+(CTé + ATL) = a+b+c = 2p, es decir, n
’a -
87 ‘( [ 2
Los segmentos de tangente desde los vértices hasta los p-b . =3 o
puntos de contacto con las circunferencias exinscritas s s poec |
opuestas a ellos, tienen por valor el semiperimetro, L=d
Fﬁg.l]&

De lo anterior, se deduce que CT;: p-al vy ATé=P—C

Hay que destacar que TaT' = TcTé= p-{p-b)=b (2) y, por otra parte, como AT;=ATé=p—c y ATb=p—a, se deduce
a

que ATQ—ATb = (p-c) - (p-2a) = a-c =Tb Té (3). Las expresiones (2) y (3) indican las distancias entre los --

puntos de contacto con la circunferencia inscrita y cada exinscrita de sus tangentes comunes, es decir :



—

1.- La distancia entre los puntos de contacto con las tangentes comunes exteriores a la circunferencia ins-
crita y una exinscrita, es igual al lado del tridngulo que es tangente interior a ambas.
2.- La distancia entre los puntos de contacto con el lado que es tangente comiin interior, es igual a la di-

ferencia entre los otros dos lades del triangulo.

2.4.- Circunferencia circunscrita.

Este elemento notable tiene varias propiedades funda-

mentales que es necesario conocer:

12 Propiedad .- En la Fig. 15 se ha hallade el orto—-
centro Or del tridngulo ABC y se ha trazadoe la circunferencia
circunscrita, sobre la que se encuentran los puntos 0;, 0: y
0 ?, interseccidn con las perpendiculares trazadas por Or a -

los lados a, b y ¢, respectivamente.

Ahora bien, como 06=0ﬁ {por ser 4ngulos inscritos que

abarcan el arco CO;) yc(=p% {por tener sus lados perpendicu-

lares), se deduce que¢(1=°$, por lo cual OL y OPAson simétri-

cos, respecto de BC.

Andloganmente, comoﬁ:ﬁl yA=%¥, por las nismas razo

nes anteriores, se deduce que /91=1', es decir, O" es simétri
r : -
co del ortocentro,respecto del lado b. Finalmente, como en —-
los dos casos anteriores, F::fl yJ9=J', por lo cua14;9= f},-
es decir, 0 H =H 0", Por lo anterior,
rec cr

Los puntos simétricos del ortocentro de un tridngulo, respecto de sus lados, pertenecen a su circunferen

cia circunscrita,

22 Propiedad .- En la Fig.16, las bisectrices interig
res del triadngulo ABC cortan a su circunferencia circunserita
en los puntos wa, Nb y WC, los cuales dividen en partes igua-
les los arcos BC, CA y AB, respectivamente, por estar inscri-
tos en ella los semidngules interiores. Por otra parte, las -
mediatrices de a, b 9 ¢ dividen, también, en partes iguales a

los arcos que subtienden, es decir, los citados anteriormente.

Ademés)al ser vaJ. v;, v l-vé y v, J—vé, por los pun-

b

tos W', Wé y Wé pasan las respectivas bisectrices exteriores.
a

Por ello:

La bisectriz interior y exterior de cada anqulo de un triin

gulo, cortan a la mediatriz del lado opuesto en puntos diame

trales de la circunferencia circunscrita.




32 Propiedad.- en la Fig. 17, se ha trazado el trién

gulo IaI + formado por los exicentros del triZngulo ABC. -

1
b e
Como v Lv! y vihv', la circunferencia de didmetro 1 I pasa

a a ¢ ¢ a'c I

por Ay C, y su centro Hé, ademds de ser punto medio de IaIc|
pertence a la mediatriz de AC; esto es, segin 1a 22 propiedad
pertenece a la circunferencia circunscrita a ABC. Analogamen-
te, se demuestra que H; y Hé son los respectivos puntos me--

dios de 1,1 e I
¢

b bIa'

Por las mismas razones,la circunferencia de didmetro -
1 Ib también pasa por los puntos A y C, por lo cual su centro

n
Hb ~punto medio del 1 IB—' pertenece a la circunferencia cir--
n

cunscrita. Andlogamente, se demuestra que Wa y HC son puntos
4
medios de I 1 e I 1 y.per}enecgn’ia circunferencia circuns--
na nc

¢rita al tridngulo ABC. Por tanto,

La circunferencia circunscrita a un tridngulo pasa por los puntos medios de los lados del triangulo

de exicentros, asi como por los puntos medios de los segmentos que unen éstos con el incentro.

2.5.- Circunferencia de Feuerbach. Fig. 18

Como es sabido, un trisngulo ABC es értico del IaIbIC
que forman sus exicentros, Figs 7 y 17. Por ello, las propie
dades de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, —-
también le corresponden a la circunscrita a2 su triéngulo -
drtico HaHbHc' la cual recibe el nombre de circunferencia de

los nueve puntos o de Fewerbach, Fig. 18(el tridngulo traza

do puede superponerse al de 1a Fig. 17, para una mejor com--

prensign).

En la Fig. 1B, se observa que los puntos medios Ma,—
Mb y Mc, de los lados del trisngulo ABC, pertenecen a dicha
circunferencia, asi como los puntos M;, Mé y Hé, que son pun Fﬁg./&

tos medios de los segmentos OrA' OFB y orc, respectivamente,

La circunferencia que pasa por los pies de las alturas de un triéngulo -circunscrita al értico-, pasa
por los puntos medios de sus lados, asi como por los puntos medios de los segmentos que determina ca-

da vértice y el ortocentro.




2.8.- Recta de fuler. Fig. 19,

El circuncentro,:-baricentro y ortocentro de un tridngu

lo, estdn alineados en una recta, denominada de Euler.

En efecto, los tridngulos BOrC y H CCHC son semejantes,

b
por tener los lados respectivos paralelos.Ademas, como MM -

es paralela media respecto a BC, se cumple que

MM MC
be__1_ "bc _ Hccc (1)
2 BOP co

b
BC

r

Por la misma razén, también son semejantes los tridngu

los BBaC y MbBaMc' y como el baricentro Ba dista doble del -

vértice B que de Mb, se tiene que

M K
BaMb BaMc _ b

1
= sw— (2
B B B C BC 2 (2)
a a

De las expresiones (1} y (2) se deduce que los puntes B,C y Or son homblogos de los Mb' Mc y Cc'

respectivamente, en una homotecia de centro Ba y razén -1/2, por tanto

E]l barcientro de un tridngulo estd alineado con su ortocentro y circuncentro, y a doble distancia del

primero que del segundo.

2.%7.- Relacién entre la circunferencia circunscrita y la de Feuerbach. Fig. 20.

Por la propiedad del baricentro, los pares de puntos -

Ma-A, M -B y MC—C son homotéticos, con centro en Ba y razén -

b
K=-1/2 . Ahora bien, como los puntos A, By C pertenecen a la

circurfereicia circunscrita’y a la de Feuerbach los M | Mb y
a

M ambas circunferencias son homélogas en la citada homote-
¢’ 9
cia. En consecuencia, el radio de la circunscrita es doble de
la otra y el centro F de ésta pertecene a la recta de Euler,

de forma que BC=-28F; pero como B0<=-7B¢C, resulta que
ac a ar

ac
BaF = OrCc/ﬁ Y » por tanto, F es punto medio de 0 C .

Por otra parte, como son paralelas las tangentes a dos

circunferencias homotéticas en los puntos homélogos, las tan

gentes a la circunferencia circunscrita en A, B y C son para

lelas respectivas a las tangentes 'a la de Fewerbach. en M, Fig.20
a g

My y M, .En resiimen :

La circunferencia circunscrita a un tridngulo y la de Feuerbach son homélogas, en una homotecia de ra-

zén -1/2 y de centro el baricentro del triingulo.




2.8.- Recta se Simson. Fig. 21,

En la figura se ha trazado un triingulo ABC, su circun
ferencia.circunscrita y desde un punto cualquiera D, de ella,
las perpendiculares a los lados del triadngulo. Los pies A',B!
y C) de esta perpendiculares, estin sobre una transversal del

tridngulo, denominada recta de Simson.

Efectivamente, por construccién, €l cuadrildtero ADBC

estd inscrito en la circunferencia circunscrita al triéngulo

ABC, por lo que ®€+C=180° (1). E1 cuadrilitero DA'CB'! esti —-

inscrito en la circunferencia de didmetro CD (no dibujada), -
pues, los angulos interiores de vértices A' y B! son rectos,

de ahi que también sean suplementarios los de vértices C y D,
es decir, C+(+T~p )=1809 (2). Igualando las expresiones —- )
(1) y (2) se obtiene que £=¥ (3). F/g, 27

Por otro lado, el cuadrilatero AB'DC' estd inscrito en la circunferencia de didmetro AD, por ser
rectos los 4ngulos interiores de vértices B! y C'. De lo anterior, se deduce que ¥ =V1(4), pues, son an-
gulosﬁnscritos que abarcan el arco AB'. A su vez, los tridngulos rectingulos BA'D y BC'D tienen comin la
hipotenusa BD, la cual es di4metro de la circunferencia circunscrita a ambos, por lo que )B=931(5), al --
ser ambos inscritos y abarcar el arco BA'. Sustituyendo en la expresién (3) los valores de las (4) y (5),

se cumple que'/31==3}, lo que demuestra que A', C' y B' estin alineados.

Todo lo anterior proporciona una nueva propiedad de la circunferencia circunscrita:

La circunferencia circunscrita a un tridngulo es lugar geométrico de puntos tales que al trazar, desde

ellos, perpendiculares a los lados, los pies de las mismas estdn alineados, es decir, estin sobre trans-

versales del tridngulo.

2.9 .- Transversales. Teorema de Menelao. ; A

"Cada transversal de un tridngulo determina seis seg-
mentos sobre los lados de éste, de forma que el producto de -

tres no consecutivos es igual al producto de los otros tres™.

En efecto, en la Fig. 22 se proyectan paralelamente,

sobre la transversal A'B'C', los tres vértices del tridngulo, B

forméndose los trijngulos semejantes siguientes: AMC'~BNC!,

BNA'~CPA' 'y AMB'~ CPB'. De estas semejanzas se deducen las
relaciones: AC' AM BA' BN . CB' _OP Fig, 22

BC' BN' CA' CP

ABY AN
Si se multiplican las tres, miembro a miembro, y como el producto de las sequndas es AM BN CP _

AC' "BAT CBY

BN CP AM

resulta] — .2, = 1{ , o lo que es lo mismo, expresado seglin las razones simples contenidas en ella:
BC!' CAt AB!

(C*AB).(A'8BC)(B'CA) = 1].Por ello, se puede enunciar :




10

La condicién necesaria y suficiente para que tres puntos situados, respectivamente, sobre los lados de -
un tridngulo, estén alineados, es que el producto de las tres razones simples que determinan sobre los la-

dos, tengan la unidad por valor.

"Si un punto de cada lado de un tridngulo estén en 1i
nea recta, es decir, pertenecen a una de sus transversales,
sus tres puntos isotdmicos estan sobre otra recta que &s —-—

transversal reciproca de la primerah.

En efecto, en la Fig. 23, los puntos AVY, B" y C" son

isotémicos, respecto de los lados del tridngulo, de los A',

B' y C!, respectivamente, cumpliéndose que: AC'=-BCM y - 8

—_—
Me:

BC'=-AC"; BA'=-CA".y CA'=—BA"; finalmente, CB'=-AB" y -

AB'=~CB". Ademds, como A', B! y C' estin alineados : &

Fig.23 N

Sustituyendo en esta expresién los valores iguales respecto de A", B" y C", se obtiene :

BC" Can ABY .
_KEF YT EEF = 1; » o expresado segdn sus razones simples, | {C"BA) . (AnCB) . (BMAC) = 1 | lo que de-

muestra que A", B" y C" estén en linea recta.

2.10.~ Cevianas. Teorema de Ceva.

"Tres cevianas determinan seis segmentos sobre los la-
dos del tridngulo, de forma que el producto de tres de ellos
no consecutivos es igual y de sentido contrario al producto -
de los otros tresh.

En las representaciones a) y b) de la Fig. 24, se han
trazado las cevianas que concurren en P, interior del tridngu
lo ABC en la primera y exterior a &l en la segunda.

Considerando la recta BB' como transversal del tridngu

lo AC'C, se cumple: AB' CP BC' _, (1)
€B' CP BA
Anélogamente, si se considera AA' como transversal del
tridngulo CC'B, se cumple: C'P CA' ~AB _ (2)
CP BAY AC!
Al multiplicar y simplificar las expresiones (1) y (2)

se obtiene: AB'.BC'.CA'.AB :1‘ pero como ;g:ﬁ.._.ﬁl’. resulta
. CB'.BA.BA'.AC" ‘BA -

A'C B'A C'B

AB B'C (R

. 0o lo que es lo mismo, expresado segin

f?27‘1?4

las razones simples : | (A'CB) . (B'AC) . (C'BA) = -1

Segln lo anterior, que también puede observarse en la figura, las tres razones simples han de ser ne
gativas -representacion a)- o dos de ellas positivas y la otra negativa -representacidén b-, seglin que el -

punto P sea interior al triingulo o exterior a é1, respectivamente.
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Por todo ello, puede enunciarse :

La condicidén necesaria y suficiente para que las rectas que unen los respectivos vértices de un triin-
gulo con un punto situado en cada lado opuesto, concurran en un mismo punto, es que el producto de las -

tres razones simples que determinan dichos puntes y los vértices sea la unidad con valor negativo.

2.14 .- Rectas isogonales.

a).- En general.- En las representaciones a) y b) de
la Fig. 25, se han trazado las rectas isogonales r-r', res-
pecto de las a-b, y se han considerado los puntos M y N -

de cada una de ellas.

En la representacién a) se han trazado las distancias

de M y N a las rectas a y b, medidas en direccién ortogonal
a éstas. Sin embargo, en la representacién b) éstas distan-
cias se han tomado en una direccién cualquiera -formando un
éngulql? con las rectas de referencia-, antiparalelas res—

pecto de a y b,

Como la bisectriz v del A&ngulo que forman a y b, tam
bién lo es del que forman las isogonales r-r' en ambos ca--
sos se han representado los simétricos de M y N, respecto de
ella, por lo cual se cumple que MD=M'D' y ME=M'E', asi como
NF=N'F' y NG=N'"G'. Ademds, son también simétricos los pares

de puntos D-D', E-E',F-F' y G-G!'.

Al ser semejantes los tridngulos VFN ~ VE'M' y -
VGN ~ VD'M! se cumple, respectivamente,que

NE N NG —!ﬂ,.de donde , NE _RG

, 0 1o que es lo

HE' VR MODI VR T

mism01M=_N.§- , de donde _h_lfgﬂE_ , por lo cual se puede enun
ME MD NG MD

ciar esta primera propiedad general: *

F/:9. 25

Las distancias a dos rectas, medidas en una misma direccién, desde un par de puntos pertenecientes, res

pectivamente, a dos rectas isogonales de aquélilas, son inversamente proporcionales.

Por otro lado, de la semejanza existente entre las dos parejas de tridngulos citados se desprende que:
VF VN VG _VN VE_ VG .o NE_VG .
VEF:VE' y VB;—giy-de donde VEF— VB' , 0 lo que es igual VE VD es decir, { VF.VD = VG.VE

Expresién de la potencia de V respecto de la circunferencia 0, a la que pertenecen los cuatro puntes

F,0,E y G, lo cual permite enunciar la segunda propiedad general:

Los pies de las distancias 2 dos rectas, medidas es una misma direccidén, desde un par de puntos pertene-

cientes, respectivamente, a dos rectas isogonales de aquellas, son conciclicos.




12

Esta ¢ircunferencia que contiene los cuatro pies de las distancias indicadas, tiene por centro el
punto medio 0 del segmento MN, cuando son medidas ortogonalmente a las rectas a y b, representacién a) -

de la figura.

b).- En los tridngulos.- En la Fig. 26 las rectas AQ

y BQ son isogonales respectivas de las cevianas AP y BP, —-
respecto de los lados que concurren en los vértices Ay B,

respectivamente. Aplicando la primera propiedad general a -
las dos isogonales citadas, respecto de los puntos P y Q, -

se obtiene que-
PD QJ PD QH

PF QG ’ PE 06

Si se dividen miembro a miembro y se simplifica, se

obtiene:
PE_9)
PF QH
Expresién que demuestra gue, segin la reiterada pri- . Fl'y. 26

mera propiedad general, el punto Q también pertenece a la -
isogonal, respecto de los lades del &ngulo C, de la tercera

ceviana CP. Por ello se puede enunciar:

Las rectas isogonales, respecto de los correspondientes lados de un triéngulo, de tres cevianas del

mismo, también se cortan en un punto, que se denomina isogonal del de concurrencia de estas tltimas.

Se adelanta al estudio de las cénicas, que dos puntos
isogonales son focos de una cdnica, tangente a los tres lados
del triangulo de referencia y, en consecuencia, los pies de -
las distancias ortogonales a éstas, pertenecen a la circunfe-

rencia principal de la cénica.

En la Fig. 27 se ha trazado el tridngulo ABC, su altg

ra ha’ la circunferencia circunscrita y el didmetro que pasa

por A. De la figura se desprende que es recto el é&ngulo F, -~

por estar inscrito en la semicircunferencia ACE, de donde EF

es perpendicular a la mediatriz de BC. y,por ello, son igua-

les los arcos ED y DF; por tanto, la bisectriz v lo es tam-

bién del &ngulo formado por ha y AC., por lo que:

Las alturas de un tridngulo y las rectas que unen el circuncentro con los respectivos vértices, -

son isogonales respecto de los correpondientes lados.

Es consecuencia que circuncentro y otrocentro son puntos isogonales, por lo cual 1os pies de las -
alturas y de las mediangs son conciclicoes en la circunferencia de Feuerbach; esto dltimo, se deduce también

en 2.6.



En 1a Fig. 28 se han trazado dos isogonales cuales—-

quiera AD y Af, respecto de los lados del tridngulo que con

curren en el vértice A. Como también son iguales los &ngulos

de vértices D y C, por ser inscritos y abarcar el arto AB de

la circunferencia circunscrita, los tridngulos ABD y AEC sén

semejantes, por lo que:
AB AE

AD AC

es deci}, b.c = AD.AE

El producto de dos lados de

producto de los segmentos de dos isogonales concurren--
tes con ellos e interceptados por el lado opuesto y la -

circunferencia circunscrita,

un tridngulo es igual al -

13

Fig.28

Aplicando lo anterior a las isogonales representadas en la Fig. 27, se tiene que | b.c =ha.2R ; esto es:

el diémetro de la circunferencia circunscrita.

El producto de dos lados de un tridngulo es igual al producto de la altura que concurre con ellos y

3.~ RELACIONES METRICAS FUNDAMENTALES.

De la extensa geometria del tii4nqulo, se exponen solamente las relaciones métricas necesarias

para obtener tres lugares geométricos que son indispensables,

3.1.- Generalizacién del teorema de Pit4goras.

Al aplicar las relaciones métricas del tridngulo rec

téngulo, en la representacion a) de la Fig. 29 se deduce:

2

b2 < e 2up?

.
da se obtiene :

Sin embargo, en la representacién b), por ser obtu—-

(a-d)

2

2

2
+c2—d = a2+d2—2ad+c —dz, que simplificg

b2

= a2+c2—2ad

séngulo el 4ngulo B, se tiene que:

b2=e2+h§ = {a+d

se deduce que:

120c%-d% - alidiazadec’-d?, y sinplificado -

2

b2

2
= a2+c + 2ad

Al generalizar se puede escribir: | b2-22.¢2.2ad P

lo cual permite enunciar :

los otros dos lados menos 0 mis

de un triéhgulo, es igual a la suma de los cuadrados

plo de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre

» respectivamente, el

El cuadrado del lado opuesto a un dngulo agudo u obtuso

de
du
él.




3.2.- Suma y diferencia de los cuadrados de dos lados.

Si se aplica lo anterior al triadngulo ABM, de la -

Fig. 30, se tiene que: c2_(3)2 . mz R zf..ﬁ-ﬁ (1).
2

h 2 aa
De forma andloga, al aplicarse al tridngulo ACMa de

. . 2 2 2 —_
la misma figura : e 3) -
(2 ng =220, ().

Al sumar las expresiones (1) y «(2) se obtiene:

b2¥c2 -2 (_;_)2 + mel {3), es decir: Fig.30

La suma de los cuadrados de dos lados de un triangulo es igual al doble de la suma de los cuadrados

de la mitad del tercer lado y de su mediana.

Sin embargo, si se halla la diferencia de las expresiones (1) y (2), resulta quefc=b"=2a.M h [(4),

la cual indica que:

la diferencia de los cuadrados de dos lados de un tridngulo es igual al duplo del producto del tercer

lado por el segmento que determinan los pies de su mediana y altura.

Estas dos Gltimas relaciones métricas permiten obtener dos importantes lugares geométricos gque con--

viene conocer.

1.- "E1 lugar geométrico de los puntos de un plano cuya su-
ma de cuadrados de distancias a dos puntos fijos es constan
te, es una circunferencia de centro el punto medio del seg-
mento de extremos el par de puntos fijos dado y de radio la

magnitud que a continuacidén se expone".

En efecto, en la Fig. 31 el punto A cumple la condi-
cidén, respecto de B y C, por lo que b2+c2=|g y como --—=
K2=2(a/2)2+2m2, se deduce que m_es un valor constante que se

a

deduce de la expresién (3)

2 2
n =1/2 VZ(b +C S-a o n= 1/2V2K -a
a

que es el radio de la circunferencia de centro Ma y lugar -

Fﬁ%;.34

geométrico de las posiciones del punto A.

2.- "£1 lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de cuadrados de distancias a dos puntos
fijos es constante, es una recta perpendicular a la que determina el citado par de puntos, a una distancia
de su punto medio que se expresa a continuacidn®.

Como en el lugar geométrico anterior, en la Fig. 31 el punto A cumple la dltima condicidn, respecto
de Ay B, es decir,c2~b2=Kf , por lo cual el segmento MaHa tiene un valor fijo que se obtiene de la expre--

. s 2 2 e
sidn (&) PR -b , o lo que es igual JM H =K§/2a
e aa

a'a
2a

Expresién que indica que la recta AH_es el lugar geométrico de las distintas posiciones que puede -
a

ocupar el punto A. Cuando K2=0, # sM y la recta pasaria por este punto, €S decir, es la mediatriz de BC.
1 a a
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3.3.- Lugar geométrico de los puntos.cuya razdn de distancias a dos puntos fijos es constante.

Segiin se expone en el estudio de cuaternas de puntos,
dos vértices de un tridngulo y los pies de las bisectrices,-
interior y exterior, que pasan por el tercer vértice, deter

minan una cuaterna armédnica.

En la fig. 32 se ha representado el tridngulo ABC y g

las bisectrices v,y v; , que segln lo anterior (VaV'aBC)=—1

pues,
V8 ¢ V!B c
a
— R c— y - ——
ve b viC b
a a
Por esto dltimo, si se consideran fijos los puntos
By C, y constante la relacién c/b, también serén fijos los Fﬁ%?,~32

puntos V_y V!, pies de las bisectrices interior y exterior

a a
respectivamente. Ademds,como las citadas bisectrices han de mantenerse perpendiculares entre si, cualquie-
ra que sea la posicién de A para dicha relacién, éstas han de pertenecer a la circunferencia de diimetro el

segmento VaV;, que se obtiene segiin se expone en "Ternas y Cuaternas de Elementos". Por ello,

El lugar geométrico de los puntos de un plano cuya razén de distancias a dos puntos fijos es cons-
tante, es una circunferencia de didmetro el par de puntos que separa arménicamente a los primeros, se_

glin razones simples de valor absoluto el de las citadas distancias.

Cuando el valor de la relacién sea 1a unidad, el lugar geométrico es la mediatriz del par de -

puntos fijos, en la figura es la mediatriz de BC.

L.~ METODOS DE CONSTRUCCION DE TRIANGULOS.

Para que esté determinado un tridngulo es necesarioc conocer tres de sus elementos, por lo que al
combinar de tres en tres todos los posibles datos: lados, &ngulos, medianas, mediatrices, alturas, bisec-
trices, circunferencias inscrita, circunscrita, exinscritas y de los nueve puntos, asi como lugares geo-
métricos aplicables y la compleja geometria del tringulo, aparecen imnumerables problemas de construccién

de tridngulos; algunos de ellos de tal dificultad que aln estan por resolver,

Con objeto de hacer posible la resolucién de la construccidn de tridngulos de dificultad media, se

han sistematizado los siquientes métodos:

Lo constituyen aquellos problemas que tienen por datos, Gnicamente,

CASOS GENERALES |

los lados y 4ngulos del tridnqulo, dados directamente, es decir, no

mediante relaciones entre ellos.

Cuando los dakos no son exclusivamente lados y &ngulos, mediante el

REDUCCION . A ‘CASOS GENERALES procedimiento de suponer conocida la respuesta,se reduce el proble-

ma a algunos de los casos generales.
Si no se obtiene solucién por el método anterior, hay que pensar -

que es necesario relacionar los datos mediante algdn lugar geométri

RELACIONES  GEOMETRICAS

co o propiedad geométrica, para asi obtener la construccién del --

tridngulo soluccidn.
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A continuacién, se van a exponer estos tres métodos 'y se soluciona el nidmero suficiente de aplicacig

nes de cada und de elles, para su comprensién.

5.- METODO DE CASOS GENERALES.

5.1.- Tridngulos oblicuidngulos y escalenos.

Como se ha indicado anteriormente, sélo pueden ser
datos, en este caso, los liados a, b, ¢ y los é4ngules A, B y
C.

Combinando de tres en tres estos elementss, se obtie

6 . . . s
nen (3)=20 combinaciones, que dan lugar a sélo cinco proble-

mas geomtétricos.

COMBINACIONES . PROBLEMAS

l.-a, b ye I.- Loes tres lados.

2.-a, by .

3.-b, cy A II.- | Dos lados y el 4nqulo que ellos forman.

b.-c, ayB

5.-a, by

6.-a, byB

.- by cyB IIT.-] Dos lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos.
8.~ b, cy c

9.~-¢c, aycC

10.-c, ay A -
11.-a, By¢C

12.- b, Ay C Iv.- Un lado y los dos &ngulos que con &l se forman.
13.- ¢, Ay B

14.- a, By A

15.- a2, Cy A

16.-b, Cy B V.- Un lado, un 4ngulo de los que con é1 se forman
17.-b, Ay B y e dngulo 0pue§to a dicho lado.

18.- ¢, Ay

19.-¢c, By ¢C
20.-A, By C Constituye un problema indeterminado, pues, uno de los angulos se puede obtener

en funcidn de los otros dos; esto es, sdlo se conocen dos datos.

A continuacidn, se realizan las construcciones gréficas necesarias para la resolucién de estos —-

cinco problemas elementales, aplicados a trisnqulos oblicuangulos y escalenos.



PROBLEMA 1. Datos: a, b y c. Fiy. 33,

Se traza uno de low lados, en la figura el lado a,
con lo que se obtienen dos wértices, los By C . £l tercer

vértice A dista de B y C los lados ¢ y b, respectivamente.

Existen dos soluciones, pues, los arcos trazados, de
radio ¢y b, se cortan en dos puntos. En la figura sélo se -

ha representado la soluccidn correspondientes al semiplano -

superior.

PROBLEMA II. Datos : b, ¢ y A. Fig. 34.

Se construye el Angulo A dado y sobre sus lados se

sitfian las magnitudes b y ¢, asi se deferminan los otros vér

tices C y B, respectivamente.

En este caso, también hay una solucidn en cada semi
plano.

PROBLEMA III. Datos : a, ¢ y A. Fig. 35.

En la representacién a) se ha trazado el &ngulo Ay
con centro en este vértice y radic ¢ se determina el vértice
B. El tercer vértice C dista del B la magnitud aj en la figu

ra,se ha trazado también la segunda solucidn ABCI,que exis-

J

te siempre que C==90°, o lo que es igual que a:>hb, pues,

si a(hb, no habrd solucién posible.

Siempre gue se conozca un lado y el &ngulo opuesto,
como en este caso, también se puede resolver el problema al
trazar el arco capaz de dicho &ngulo visto bajo ese segmento,

representacién b).

PROBLEMA IV. Datos: a, B y C. Fig. 36.

Se traza el lado dado a y sobre &l se construyen los

4ngulos B y C’conocidos también, El tercer vértice A es la -
interseccifn de las rectas soportes de los lados b y c, desco
nocidos.

Hay una solucién sélamente, pues, dos rectas se cor

tan en un sélo punto.

En este caso, como puede determinarse el terceréngu
1o A, podria considerarse incluido en el problema V; mejor

dicho, pueden refundirse el IV y V, en un sflo problema. No

obstante, por la simplicidad de sus trazados gréficos, en am

bos casos, no es interesante prescindir de ninguno de ellos.
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PROBLEMA V. Datos: a, B.y A. Fig. 37.

Como “en el problema III, se conocen un lado y su éngg
lo opuesto por lo cual se puede resolver mediante el arco ca-
paz del angulo A visto bajo el segmento a. Sin embargo, es --

mas simple la construccién realizada en la figura.

Trazado el lado a se construye sobre &1 el 4ngulo B y

se toma un punto cualquiera P de la recta soporte del lado ¢,

con lo cual se construye el &ngulo A. Para obtener el vértice

A, se traza por C la paralela a r.

5.2.- Triéngdlos rectingulos.

Para determinar un tridngulo rectingulo es necesario

conocer dos datos, pues siempre se conoce A=900,

Tanmbién en estos tridngulos hay cinco problemas geomé

5 s . .
tricos, que agrupan a las (2)= 10 combinaciones de sus cinco

elementos, tomados dos a dos.

COMBINACIONES. PROBLEMAS.
l.-bye .- Los dos catetos.
2.-ayhb _
- .
J-ayc I1'. La h1potengsa y un cateto. .
4-ayB i i . ”,
11T, - La hipotenusa y uno de los 4ngulos que se forman con ella
5.-ay¢
6.-by¢C . p . .
IV .- Un cateto y el 4ngulo agudo que se forma con é1.
7.-cy8
.-byB
8 y V.~ Un cateto y el &ngulo opuesto a é1.
9.-cyC
10.- By C Constituye un problema indeterminado, pues, ambos &ngulos son complementa-
rios, por lo que sélo se conoce un dato.

Sin embargo, estos cinco problemas enunciados son anilogos a cuatro casos generales de tridngulos
oblicudngulos y escalenos, como se deduce del cuadro comparative que se inserta a continuacitn. Se omiten
las construcciones gréficas de los cinco problemas de tridngulos recténgulos, por la analogia anteriormen-

te indicada y por la elementalidad de los mismos.



0BLICUANGULOS Y ESCALENOS RECTANGULOS
Problemas . ‘Datos. Figs. Problemas Datos. Figs.
11 3.-b, cyA 34 I l.-byc A=90° <
111 5.- 2, by A 35 I 2.-ayb A=90° Dy
v 4.~ a, By A 37 I ho-ayB  A=90° ? f’ g’
v 12.- b, Cy A 36 L 6.- by C  A=90° @ &g
v 17.- b, By A 37 v 8.- by B A=90° =

‘s .t
5.3.- Tridngulos isosceles.

z . « 4
Como en los rectingulos, para determinar un triangulo

isésceles es preciso conocer dos datos, pues, siempre se cono-

cen las relaciones b=c

y B=C. Por ello, el nimero de combina

A
ciones de sus elementos es (2) =6, que se agrupan en los tres

problemas siguientes

COMBINACIONES PROBLEMAS

l.-a y b=c Im.- Los lados.

2.-a y B=C

3.- b=c y A II".-" | Un lado y uno de los &ngulos que con &l se forman
Lo~ b=cyB=2¢C

5.-ayA

6.- Ay B=C

' ITIm. - I La base y su éhéulo opuesto.

Al igual que en los triingules anteriores, este problema
es indeterminado, pues sélo se conoce un dato.
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Estos tres problemas son anilogos a otros tres de tridngulos oblicuéngulos y escalenos, como puede

observarse en el cuadro comparativo siguiente:

OBLICU ANGULOS Y ESCALENOS ISOSCELES
Problemas Datos Figs ‘Problemas Datos Deducidos
1 l.~a, b ye¢ 33-. m l.- ay b=c- o
1y 11.-a, By C 36 Rt 2.- ay BC A = 180°-2B.
v 4.~ a, By 4 37 I1In 5.- ayA = C. A ;—

Por lo anterior, se omiten las construcciones de los -

problemas I" y II" y, sin embargo, por la simplificacién que

representa su trazado, se ha resuelto el III", en la Fig. 38,

En primer lugar, se traza el dngulo A y su bisectriz,

después se toma un punto cualquiera P en uno de sus lados. Por

este punto se traza, perpendicular a la bisectriz, un segmento

PQ=a, que se traslada hasta ccupar su posicién en el triéngulo

solucidn.




2
6.- METODO DE REDUCCION A CASOS GENERALES. 0

Como indica su denominacién, este método ~ tiene por objeto reducir el problema planteado a la cons

’ .-’ N . - - .’ .’
truccién de uno o més tridngulos auxiliares de sencilla resolucign, en general a algunos de los triingulos

de casos generales. Para resolver la construccién de tridngulos por este método, se realizan las siguientes

operaciones:

1.- Se dibuja un tridngulo cualquiera de su misma naturaleza que, en principio, se supone la
respuesta.

2.~ En el triangulo anterior, se trazan los elementos homélogos de los datos facilitados.
3.- Se localizan los tridngulos auxiliares que permiten la obtencién del triingulo solucién.

4.- Finalmente, se dibujan con las magnitudes de los datos facilitados los triéngulos auxiliareg
anteriormente localizades, para asi poder realizar los trazados necesarios para obtener el
tridngulo solucidn.

En primer lugar, como prictica de este método, se resuelven los casos mis sencillos: aquellos que

necesitan un sélo tridngulo auxiliar, que es determinado directamente por los datos del tridngulo solucién.

Por ejemplo:

.- : a, . Fig. 39.
a).- Datos: a ha ym . Fig. 39

Es claro que la construccién de este triéngulo
no constituye ninguno de los problemas de casos generales,
por lo cual se debe tratar de resolver por el método de -

referencia.

Supuesta conocida la respuesta, tridngule A'BICY,

y trazados los elementos homélogos de los datos: at, h; y

m;, se deduce que el tridngulo recténgulo auxiliar A‘H;M;

es de facil construccién, pues, se conoce la hipotenusa -

m; y el cateto h;, problema II' de casos generales,

Construido el tridngulo recténgulo AHaMa con la
magnitud de los datos dados, se obtienen los vértices B y

WB=HC-= al2.
C, pues, MaB ac af?

b).- Datos: b, v,y A, Fig. 40.

También, en este caso, el tridngulo auxiliar —-
A'V;C' estd determinado por los elementos homélogos de los

datos facilitados, es decir, b', v; y A'/2, que constitu- g’

yen el problema 11 de casos generales.

Construidos el tridngulo AVaC, el tercer vértice /—79, 40

se obtiene al trazar el 4ngulo A/2 sobre va.

A continuacién, se resuelven, por este método, aquellos tridngulos que necesitan de un sélo trianqu-
lo auxiliar pero que no es determinado directamente por los datos facilitados. A titulo de ejemplo se resuel

ven los siguientes:
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¢).- Datos: b, c y n- fig. 41.

Como en los ejemplos anteriores, se supone cono-

cida la respuesta * tridngule A'B'C'.

El tridngulo auxiliar A'B'D' estd determinado por

sus tres lados: b', ¢! y 2m;, por lo que es de fécil cons-

truccidn.

Trazado con sus verdaderas dimensiones el trian-

gulo ABD, se obtiene el tercer vértice € al ser a/2=BMa=M£.

d).- Datos: A=90°, a y (b+c). Fig. &2.

Se supone el tridngulo A'B'C'_ como respuesta al
problema, se lleva un cateto sobre el otro -en la figura
b! sobre ¢'- para obtener el segmento b'+c'. £1 tridngu-
lo C'0D'8' es valido como auxiliar, pues, se puede cons--
truir, al conocerse el 4ngulo D'=459, B'D'=blc'y B'C'=a';

a partir de 41, se construye ficilmente el triangulo

AtBtCr,
Al delinear el tridngulo CDB se pueden obtener -

dos soluciones -en realidad, un sélo tridngulo apoyado en

uno u otro cateto-, excepto si la solucién es un tridngu-

lo rectingulo isésceles.

e}.- Datos: a, (b+c) y A. Fig. 43.

Suponiendo que la respuesta es un tridngulo cono
cido A'B'C', se lleva aditivamente un lado Sobre el otro
para obtener el dato (b'+c'), en la figura se ha llevado
bt sobre‘c'. El tridngulo B'C'D' es el auxiliar en este -
caso, del que se conocen BiCi=a', B'D'=c'+b' y el Angulo
D'= A'/2 {problema III de casos generales). El triéngu--
Lo A'C'D! es isésceles y el 4nguloopuesto a la base —-
C'D' es suplementario del A', por lo cual C'=D'=A'/2} la

base C'D' es paralela a la bisectriz v' .
a

Delineado el tridnqulo BCD, se traza la mediatriz

de CD para obtener el tercer vértice A del tridngulo éo—

Fig. 43

lucién.

Finalmente, existen otros casos en los que es preciso resolver mis de un trifngulo auxiliar y, a

veces, de dificil localizacién. Como ejemplos de este grupo de problemas se exponen los siguientes:



f).- Datos: hyy m, y R. Fig. &k

Se supone que el triangulo A'B'C' es .la solucidn
y se trazan sobre é1 los datos facilitados. En este caso,
es facil localizar los dos triangules auxiliares A'H;M;

y A'M;Cé, que proporcionan la solucidn.

En efecto, primero se delinea el triangulo AHaMa'

que no ofrece dificultad alguna, y por Ma se traza la per

)
pendicular a HaMa que es, a su vez, mediatriz del aln -- B
desconocido lado BC. Como es sabido, en la mediatriz se ha
1la el circuncentro Cc, a una distancia R del vértice A, -

es decir, se traza el segundo tridngulo auxiliar AMaCc' -

Al trazar la circunferencia circunscrita se hallan los

vértices B y C.

g).- Datos: a, ha y B-C. Fig. 45

Sobre el tridngulo A'B'C', que se supone es la

solucién, se traza el segmento C'D’=2h; paralelo a esta -
altura. £l tridngulo recténgulo B'C'D' se puede construir

facilmente, pues, se conocen sus dos catetos.

El segundo tridngulo auxiliar es el A'B'D', tam

bién de ficil construccidn, pues el vértice A! estd en el
t 4

arco capaz del angulo K: visto bajo el segmento B'D', y - B

en la mediatriz de C'D', por ser isdsceles el tridngulo - -
A'C'D'. La @nica dificultad estriba en denotar - que -—- F7g7-457
¥ - 1800 - (B-C).

En efecto, o{=90°%-¢ y AB=2(902-&), pues, A'H; y A'E! son perpendiculares. De lo anterior, se deduce
que,B:ZC. Por otra parte, ¥=A+@=A+20=180°-(B+C)+2C=180°-(B-C); por tanto, ¥ es un angulo conocido.

h).~ Datos: ha’ m_y A. Fig. 46.

Se supone que el tridngulo A'B!'C! es la solucidn
y se observa que el tridngulo A'H'M; es de fécil construc

.2 . .
cidn, como se ha visto en alguno de los casos anteriormen

te expuestos. Por otra parte, si se traza el paralelogra-
mo A'B'D!'C' se obtiene el segundo tridngulo auxiliar A'D'C!
del que se conoce A'D'=2m; y que el vértice C' estd en el
.arco capaz del angulo K, visto bajo el segmento anterior,

y en la recta H'M',
aa

La posible dificultad, nuevamente, puede estar en de F;g, 46
notar que°(=B+C=180°—A. Para hallar el tridngulo solucién ABC,basta delinear las construcciones antes cita-

das, con las magnitudes de los datos.
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Después de una suficiente préctica en el método anterior, se presentan problemas para los que no -

existen tridngulos auxiliares o que, aun existiendo, éstos no proporcionan el tridngulo solucidén. En estos

casos, se debe pensar que existen lugares geométricos o propiedades geométricas que relacionan los datos y

proporcionan la soluciédn.

7.1.- Aplicaciones de las propiedades fundamentales de los elementos notables.

A continuacién, se resuelve la construccién de un tridngulo, al menos, mediante la aplicacién de -

cada una de las propiedades de los elementos notables, expuestas en este estudio. A titulo de ejemplo, se

solucionan los siguientes problemas:

a).-Datos: M , M y M . Fig. 47.
a c

b

Los pies de las medianas del tridngulo solucién, se faci-
litan mediante los datos suficientes para definir el tridngulo —-

MMM,
abe Como es sabido, los lados del tridngulo solucién ABC pa-

san por los respectivos pies de las medianas, son paralelos y de
doble magnitud que los lados que determinan los otros dos puntos

medios.

b).- D + H,H . Fig. 48.
) atos a’ y Hc Fig. &

b

El tridngule dado HaH Hc es drtico del tridngulo solucién

b
ABC. Por ello, los lados de este filtimo son perpendiculares a las
correspondientes bisectrices interiores del primero, pues, como -

es sabido, "las alturas de un tridngulo son bisectrices interio--

res de su tridngulo drtico".

c).~ Datos: 1 , I e I . Fig. 49,
a c

b

Este problema es inverso del anterior, es decir, los vér-
tices del triingulo solucién son los pies de las alturas del pri-
mero, pues, "un tridngulo es értico del que determinan su exicen-

tros".

d}.- Datos: momoym. Fig. 50.

b

Se construye el paralelogramo BaBDC, del que se conoce —
8 8=DC=2m, /3, BD=CB=2m /3 y la diagonal B D=2m /3. Después, se —-
a b a ¢ a a

1 los lados BBy CB 1 itudes B M = BN =
prolongan los lados . ¥ B en las magnitudes a'b mb/3 y aﬂc

=my/3, respectivamente. Finalmente, el vértice A es el punto de -

interseccién de las rectas BMc y CMb.

Estas construcciones se fundamentan en que “el baricentro

de un tridngulo dista de sus vértices doble que de los respecti=-

vos pies de las medianas".

a.

% 2> o
v[//////'///;:]////;//’

7
7

Fig.50



e).- Datos: b, B y 2p. Fig. 51.

Como "los segmentos de tangencia desde los vértices a las
circunferencias exinscritas, a los respectivos lados opuestos, --
tienen por valor el semiperimetro”, se traza el angulo B y BT; =
=BTé=p. Ademés BTa=BTc=p-b, pues, "los segmentos de tangencia des
des los vértices a la circunferencia inscrita, tienen por valor -

la diferencia entre el semiperimetro y el lado opuesto".

Una vez trazadas las circunferenciaslnelb,el tercer lado
es la tangente comin interior a ambas, por lo que existen dos so-

luciones, cuando no son tangentes entre si.

el).— Datos: B, ,P y 2p. Fig. 52,

s una pequefia variacién del caso anterior, pues, una vez

trazado el 4ngulo B y la circunferencia exinscrita Ib (BT;:BTé=pX

setalla la bisectriz del &ngulo B para trazar la circunferencia --

inserita.ey o 4o del trazado es idéntico al realizado en el ejer-

cicio anterior.

ez).— Datos: b-c, p y P, Fig. 53.

Sobre una recta cualquiera se situa el segmento T'ta=b—c,

a
pues, "la distancia entre los puntos de tangencia de las circunfe
rencias inscrita y exinscrita con el correspondiente lado del --

tridngulo, es igual a la diferencia entre les otros dos™.

Mediante los radios P Y P, se trazan ambas circunferen-
: a

cias y sus tangentes comunes exteriores proporcionan el tridngulc

solucién ABC.

f).- Datos : Vértice B, Or y Cc' Fig. 5&.

Los puntos dados pueden ser determinados por los datos ne

cesarios para construir el tridngulo 0 BC .
roc

Situados los datos, se traza la circunferencia circunscri
ta al tridngulo solucién, pues BCC=R. Por otra parte, la recta --
BOr es soporte de la altura hb y como "los simétricos del orto--
centro, respecto de los lados del tridngulo, pertenecen a la cir-
cunscrita", se obtiene directamente 0:, El lado b, es mediatriz -

del segmento OrO: , lo que permite obtener los vértices A y C.

_ Pa

B

l’/f;. 54



f).- Datos: h m,y v,. Fig. 55.

a’

Se construye, come en otros casos en los que son da
tos ha ym, el tridngulo recténgulo AHaMa y con centro en
A y radio v, se situa esta bisectriz AVa. Por otro lado, el
circuncentro CC estd en la mediatriz que pasa por Ma y en -
la del segmento AD.-El punto D es interseccidn de la prime-
ra de las mediatrices citgdas y de la prolongacidn de Vo -
pues, como es sabido, "las bisectrices de los 4ngulos de un
tridngulo se cortan con las mediatrices de los lados opues-
tos en puntos de la circunferencia circunscrita (22 propie-

dad).

El trazado de la circunferencia circunscrita propor

ciona los otros dos vértices B y C.

.- : . Fig. 56.
fz) Datos Cc, In e Ia Fig

Construido el tridngulo IaCcIn' cuyos vértices son
los datos, el punto medio Wa del segmento IaIn pertenece a
la circunferencia circunscrita, pues, como es conocido, "la
circunferencia circunscrita a un triidngulo pasa por los pun
tos medios de los segmentos que unen sus exincentros con el
incentroY {32 propiedad).

Por otra parte, como los segmentos BIn~B£ y CIn—Cg,
de las bisectrices interiores y exteriores de los éngulos B
y €,son catetos de dos tridngulos recténgulos de hipotenusa
el segmento IaIn, se traza la circunferencia de diametro es-
te segmento y los puntos de interseccién con la circunscrita
son los vértices B y C; el vértice A se obtiene muy facilmen

te

.- D : , B . Fig. .
g) atos 0r oY Ha ig. 57

Como el "baricentro de un tridngulo estd alineado con
su ortocentro y circuncentro, a doble distancia del primero
que del segundo™ {Recta de Euler), se determina Cc. La rec-
ta soporte del lado BC=a pasa por Ha y es ortogonal a OrHa'
En ella estd My se tiene que B A=2B M . con lo cual se ——

a a aa
obtiene el vértice A. Los vértices B y C se obtienen al tra-

zar la circunferencia circunscrita con radio R=C A.
c

25




h).- Datos: Vértices B-Cy Flcentro de la circunferenciade Feuer-

bach). Fig. 58.

El punto medio Ma del lado BC=a pertenece 2 la circunfe-
rencia de Feuerbach, por lo cual FMa es su radlqdpy,
Por otra parte, el centro de la circunferencia circunscrita estd

en la mediatriz del lado BC y como ambas circunferencias son ho

mélogas)en una homotecia de razén K=-1/2, el circuncentro dista

de B y C el radio R=?P;.

Asimismo, pertenecen a la circunferencia de Feuerbach -
los pies de las alturas del tridngulo solucién, por lo quepor Ha
— interseccidén de la circunferencia de los nueve puntos con BC- se

traza la recta soporte de h , la cual corta a la circunscrita _
a

en el vértice A, que completa la solucidn.

i).- Circunferencia circunscrita, cuerda BD, recta r, {en la gue

se hallan los pies de las perpendiculares desde D a los lados).

Fig. 59.

Como r es una recta de Simson, es decir, en ella estén -

los puntos de A', B' y L', pies de las perpendiculares trazadas

desde D a los lados del tridngulosolucidn. En la circunferencia
de dismetro BD estan los puntos A' y C', pues, por el vértice B

pasan los lados a y c.

Hallados estos dos puntos, directamente se obtienen los
vértices A y C, puntos de interseccién de las rectas BA' y BC!

con la circunferencia circunscrita.

3).~ Vértice C, Va y'V'b. Fig. 60.

Supuesta conocida la respuesta y trazada la bisectriz vc,

se deduce que

1

‘.Ib_A.= €, Yic_="§ y Ve® 2, cuyo producto es :
VEC a VaB c VcA b

VA VC VB e b a

b2l e, 1, pues, _ _ — =1

VEC VB VA a c b

3

b

es una transversal del triangulo, que corta al lado ¢ en Vc. Genera

Por lo anterior y segiin el teorema de Menelao, la recta VaV

lizando se-tiene:

El pie de la bisectriz interior de un 4ngulo del tridngulo y el pie de la bisectriz exterior corres
pondiente a otro, determina una transversal en la que se encuentra el pie de la bisectriz interior del --

tercer angulo.
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Por todo ello, construido el trisngulo VaVé C se traza V. ¥ se determina Vc, desde el que se traza

1a tangente a la circunferencia de centro Va y tangente a la recta V

blema planteado.

K).- Datos: a, ¢ y que v, pasa por P (punto de interseccién

b

. Fig. 61.
de ha y mc) ig

Se supone conocida la respuesta y como v ha ym, de--

b’

ben concurrir en el punto P, se debe cumplir el teorema de Ceva, 7]
es decir,

3
HB V,C HA McA Ve _,
——°+— +—— = -1, pero, en este caso, -— = -1y “c
HaC VbA MCB MCB VbA ~
por lo que ﬁ}E:_‘_C_ ° (H BC)=%

Hat 2 4 a
a

Por lo anterior, se determina Ha y, trazada la recta so-
porte de ha, se determina en ella el vértice A, que dista de 8 -

el lado ¢ conocido.

1).- m_, n' (isogonal de la anterior y que se denomina simediana)
a’ a

y ﬁ;ﬁ; (segmento que determinan los pies de las dos primeras).Fig.62

Como las bisectrices de los 4ngulos interiores de un --
tridngulo lo son también de los pares de rectas isogonales, res-

pecto de los correspondientes lados, la bisectriz v tiene esa -
a

LC, con lo que queda resuelto el pro--

misma cualidad respecto de la mediana m y su simediana m'.
a a

Construido el tridngulo AMaM;,se traza la récta soporte

de v_ como bisectriz del &ngulo que forman m y n'.
a a a

El resto del trazado es el mismo que se utiliza para so-

lucionar el problema fl).

. 2 .
11).— ha' vy b.c=K". Fig. 63.

Se construye el tridngulo AHaVa y, como es sabido, Vel - _]
producto de dos lados de un tridngulo es igual al producto de la
altura que concurre con ellos y el dismetro de la circunferencia
circunscrita", de donde b.c=2R.ha, por lo cual se determina R, - X
radio de la circunferencia circunscrita, como tercero proporcio-

nal de (b.q)=K2 y ha'

Ademds, las alturas de un tridngulo y las rectas que unen

al circuncentro con los respectivos vértices, son isogonales res-
pecto de los correspondientes lados". Por ello, se traza facilmen

te la recta AF, que permite situar Cc y resolver el problenma.
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7.2.- Aplicaciones de lugares geométricos y de las relaciones métricas.

Al igual que en el apartado anterior, a continuacidén se resuelve la construccidn de tridngulos me-
diante la aplicacién de lugares geométricos o de relaciones métricas fundamentales que, a su vez, relacionan

los elementos facilitados como datos. A titulo de ejemplo, se resuelven los siguientes problemas:

a).- Datos: m m.y A. Fig. 64.

b’

En primer lugar se traza el arco capaz del angulo A, vis
to bajo una de las medianas dato; en la figura se ha trazado so-

bre la m .
¢

Como es sabido, el baricentro Ba dista del vértice C, la

distancia BaC=2mc/3. Ademds, M pertenece al lugar geométrico de

b
los puntos medios de las cuerdas del arco capaz, que pasan por C.

El citado lugar geométrico es la circunferencia de didmetro OIC,

pues, cualquier punto de ella, como el M , determina un tridngu-

bv

bC y, por tanto, Ole es mediatriz de la cuerda

CA, en este caso. El resto de la construccidn no ofrece dificul--

tad.

lo rectangulo OlM

b).- Trazar por los puntos P, § y R los lades a, b y ¢ de un --

tridngulo ABC. Fig. 65.

Mediante una figura auxiliar -no representada- se traza

un tridngulo de lados a, b y ¢, para obtener sus &ngulos inte-- g

riores.

Sobre dos de los segmentos PQ, QR y RP, en la figura so-

bre RP y PQ, se trazan los arcos capaces de los &ngulos interio- -
res B y C del triingulo, vistos, respectivamente, desde estos -
segmentos; en la figura, los arcos capaces tienen por centros 0

y 02, respectivamente.

Por el punto P, se traza el lado a, comprendido entre —
los dos arcos capaces, Para ello, se traza el tridngulo recténgu

es
1o 01M02, de forma que el cateto 01M=a/2, y'é%ralelo al lado BC=-a

¢).- Datos: a, b+c y B-C. Fig. 66.

En el ejercicio e), de los resueltos por el método de "re
duccién a casos generales", se razona que al situar el segmento

suma de dos ladoes se forma un tridngulo isdsceles, en la figura

el A'BA, cuya base es paralela a la bisectriz del &ngulo exte--

rior opuesto &' ella, es decir, A'B es paralela a AVa. Fig. 66

Por otro lado, oL y g soﬁ afigulos exteriores de los tridngulos AVaB y AVaC, por lo cual o =A/248
B-C

y p=Al2+C, de donde o -8 -B-C y como o(+ﬁ =180%, se obtiene que: d:Q(ﬁ% yf =902 >

Por lo anterior, se construye el tridngulo A'BC y se traza la mediatriz de A'B, para asi obtener

el tridngulo solucidn ABC.
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También se puede resolver.la construccién de triingulos al relacionar los datos mediante transforma
ciones geométricas (traslacién, giros, simetria, homotecia...), potencia respecto de la circunferencia, --

etc. Como ejemplo se resuelven los siguientes casos:

d).- Datos: b, © vy v Fig. 67.

. Bv
Si se supone conocida la respuesta, se deduce que —2-'C
v, b

S s BV, ¥ v V.C V,C b
o lo que es iqua __i:__a.E:.B_aJr_a_ , de donde 2 = )

c b ¢ +b B%;Vac b+c
es decir, EEE _ b B
a b+c

De lo anterior, se deduce que los pares de puntos Va—B y

A-A' son homotéticos, con centro de homotecia el vértice C.

Por ello, en la representacién a), se traza el segmento

CAt=b+c y la circunferencia de centro A y radio c. Se halla un

par. " de puntos homélogos M-M!' y el punto A", homotético del cen-
tro A de la primera circunferencia. Trazada la circunferencia ho
motética, de radio A"™A, con centro en A y radio va se determina

en ella Va. El resto del trazado no ofrece dificultad.

Otra forma de resolver esta construccidn se deduce de la

s 2 AC _va Vg
relacion: AT B =

o lo que es igual _
' g M e

, de donde se —-

deduce que puede hallarse A'B como cuarto proporcional. De ah{
que pueda construirse el tridngulo A'BA, representacién b), y la

prolongacién de A'A en la magnitud b proporciona el tercer vérti

ce C.

e}.- Datos: h , h. y h . Fig. 68
a c

b

Desde un punto P se trazan tres rectas ry sy E, en cual

quier direccién, de longitudes PL=ha, PN=h, vy PM=hc, asi como la

b

circunferencia 0 que determinan los puntos L, M y N. La potencia

de P, respecto de la circunferencia, se expresa en las tres di--

recciones por: h .PQ=h .PS=h .PR (1).
a b c

Por otra parte, el doble de la superficie del triidngulo

.b=h .c (2).
¢

solucidn ABC se expresa por: h .a=hb
a

Al dividir miembro a miembro las expresiones (1) y (2) -

se obtiene que: E9=:%?==EB , deduciéndose que los tres seg-
a c

mentos son los lados a', b' y ¢! de un tridngulo A'B'C', semejan

te al de la solucidn.

Finalmente, se construye el triingulo A'B'C' y sobre una

de sus alturas, en la figura h;, se lleva la correspondiente al-

tura del tridngulo solucién ABC.




30
Otra forma de obtener el tri4ngulo solucién, para la cual no se ha trazado figura, consiste en cons
truir el t;iéngulo de lados ha’ hb y hc. Si a las alturas de éste tridngulo se las denomina h;, hé y hé, -
el doble de su superficie se expresa por h h' hb hé =h h' (3).
£l dividir las expresiones {2) y (3) se obtiene que a/h;:b/hé=c/hé, por lo cual. se deduce que el
tridngulo de lados h'a, hé y hé es semejante al de la solucién. A continuacién, se procede como en la solu

cidén anterior.

Finalmente, se resuelve la construccién de un triingulo, al menos, mediante la aplicacién de los

lugares geométricos .consecuencia.de las relaciones métricas fundamentales expuestas en el punto 3.

f).- Datos: a, Ay b2+c2=K2. Fig. 69.

En primer lugar, se traza el arco capaz del éngulo A,

visto bajo el segmento BC=a. El vértice A pertenece al arco -
capaz trazado y a la circunferencia lugar geométrico de los -
puntos cuya suma de cuadrados de distancias a dos puntos fi—-
jos, los vértices B y €, es una cantidad constante K2. Esta -
Gltima circunferencia tiene por centro el punto Ma y por radio

L seglin se expone en el punto 3.2.

El valor ma se obtiene mediante la construccidn del -
tridngulo recténgulo BMyP, pues, se cumple My P2—m = 2/2 (a/2)2
('UK?/Z es lado del cuadrado de superficie K2 /2 ). los —-

puntos de interseccidén de ambas circunferencias, de existir, fﬁ}; 69

dan lugar a las dos soluciones del problenma.

2
g).- Datos: a, A y bg—c =k2. Fig. 70

Al igual que en el ejercicio anterior, se traza el ar 1———€)M
co capaz del dngule A visto bajo el segmento BC-a. En este ca _EZg-czuxilﬂﬂr
so, el vértice A pertenece, adems, a la recta lugar geométri

co de los puntos cuyadiferenciade cuadrados de distancias a

los puntos fijos B yC es un valor constante K2.

Esta recta es soporte de h , segln se expone en el -~
a
punto 3.2Z. Por lo anterior, énuna figura auxiliar se constru-

ye uno de los tridngulos recténgulos MNPI, de cateto HN=K, --

=2 =2 . .
del cual se deduce que K2=MPi—NP . Por esto, en la figura prin

1
cipal, se obtiene un punto A  al tomar Eﬁl_ﬁﬁl yiﬁﬁl—ﬁﬁ , cum
pliéndose que BA?-BH3+HaA§ y CA? CH2+H Af, cuya diferencia es

CAi-BA2 CH2 BH2 Kz.

Lo anterior, demuestra la pertenencia de A1 a la rec-

ta lugar géométrico.

Fig,?O
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h)}.- Datos: a, A y

b = K. Fig. 71.
c

Como en los dos casos anteriores, se traza el arco
capaz del &ngulo A, visto bajo el segmento BC=a. En este ca
so, el vértice A pertenece, ademds, al lugar geométrico de

los puntos cuya razén de distancias a dos puntos fijos, B y

C, es un valor constante.
B\

Seglin se expone en 3.3, este lugar geométrico es --
una circunferencia de didmetro V V!, pies de las bisectrices E
aa

interior y exterior del vértice A. Como (VaV;BC) = -1, me—-

diante dos segmentos m y n, de razén m/n=K, se obtienen los
Ml
dos puntos Va y V', de conformidad con lo expuesto en el es
a 5

tudio de cuaternas arménicas. /"9"71

La interseccién del arco capaz y de la circunferen-

cia, es el tercer vértice A del tridngulo solucién.

En ocasiones, la aplicacién de estos lugares geométricos no se deduce directamente de los lados, sino

del andlisis de las relaciones de los mismos, como en el ejemplo siguiente:

Ih)'— Datos: ¢, Ay a/ma = K. Fig. 72.

Supuesta conocida la respuesta, se deduce que :

a  BC  2BMa BMa

— - K, de dond
na AN, AN, T

K m
—2'-“- H(l)-

Por tanto, el lugar geométrico de los puntos que --

cumplen esta relacién se obtiene como en el ejercicio ante-

rior, pues, (PP'AB)= -1. Por ello, se obtienen P y P! como
puntos de una cuaterna arménica, de la que se conoce el va-

lor absoluto de sus razones simples.

A continuacidn, por W, se traza el angulo A y el --
punto comln con la circunferencia lugar geométrico de los -
puntos que cumplen la relacién (1), es el pie de la mediana

m_» que permite completar el tridngulo solucidn -ABC. P’

.
Fig. 72

Para finalizar, se debe insistir en que por la séla resolucién de, aproximadamente, cincuenta trién
gulos, como en este estudio, o aln con un nimero mayor, no permite asegurar la posibilidad de resolucién de

otros ejercicios diferentes, sélamente el conocimiento de los métodos de construccién tridngulos y de su —-

geometria puede hacer realidad la posibilidad citada.
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CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS

1.- CLASIFICACION DE LOS CUADRILATEROS.

Atendiendo a sus diferentes elementos, los cuadriliteros pueden clasificarse de distintas formas, -

pero pueden considerarse fundamentales las tres siguientes:

1.1.- Convexos, cdncavos y cruzados.

a). Convexos.- En la Fig. 1, el cuadrilitero ABCD es-
ti enuno de los semiplanos que determina la recta soporte de
cualquiera de sus lados. En este caso, se dice que el cuadri

latero es convexo.

Un cuadrildtero es convexo cuando pertenece a uno sélo -

de los semiplanos que determina la recta soporte de cual

gquiera de sus lados.

b}. Céncavos.- En la Fig, 2, el cuadrildtero ABCD se

denomina céncavo, pues, al prolongar el lado AD o CD, el -

cuadrildtero pertenece a los dos semiplanos determinados por

cada una de estas rectas.

Se dice que un cuadrildtero es céncavo cuando la recta -

-

F/g‘é

soporte de, al menos, uno de sus lados le divide en dos -

partes. ///// /

¢).- Cruzados.- En la Fig. 3, los lados no contiguos -

AB y CD se cortan, descomponiendo al cuadrilitero en dos --

D
tridngulos. En estos casos, el cuadrilatero se denomina cru- A
Un cuadrilétero se denomina cruzado cuando, al menos, un
par de lados no contiguos se cortan, o bien, es céncavo y C‘ a
se descompone en dos poligonos de inferior clase, es de-- ’
cir, en dos tridngulos. F/'9-3

1.2.- Inscriptibles y circunscriptibles.

Se dice que un cuadrilaterc es inscriptible cuando por sus cuatro vértices pasa una circunferencia y
sus angulos interiores estén inscritos en ella. Circunstancia que, como es sabido, no se da en todos los --

cuadrilateros, sino solamente en aquellos que cumplen las condiciones de inscriptibilidad.

Andlogamente, sélo aquellos que reunen ciertas condiciones son circunscritos a una circunferencia, -

es decir, los lados son rectas tangentes a ella.

A continuacién, se exponen las condiciones de inscriptibilidad y circunscriptibilidad de los cuadri-

lateros.



a).- Inscriptibles.- Una condicién necesaria y suficiente de inscriptibilidad de un cuadrilétero,

puede obtenerse de las distintas relaciones de los elementos geométrices. Las principales son las siguien

tes:

D

Primera: En funcién de los &ngules interiores.- Como

es sabido, la suma de los cuatro 4ngulos interiores es de -
360°. Ademss, si el cuadrilétero ABCD estd inscrito en una
circunferencia, Fig.4, por ser inscritos sus angulos interio

res, se deduce que:

A+C

i}

ﬁ/Z + ¥/2
8§12 + §/2

1800, y

B+D 180°, por lo cual

#
(1]

Un cuadrilitero convexo es inscriptible, en una circun-

ferencia, cuando son suplementarios sus &ngules interio-

res opuestos. Fig. 4

Sequnda: Potencia respecto de la circunferencia .- En la Fig. 4, se han prolongado los lados opues

tos BC y AD hasta su punto de interseccién E. La potencia de este punto respecto de la circunferencia es -

EB.EC=EA.ED, de lo cual se deduce:

Un cuadrilitero convexo es inscriptible, en una circunferencia, cuando el producto de distancias desde

el punto de interseccidén de un par de lados opuestos a los vértices de uno de ellos es igual al produc-

to de distancias a los vértices del otro.

Tercera: Relacién de los lados y las diagonales. Teorema de Ptolomeo.

En la fig.5, se han construido el tridngulo BCE, seme

la: te al ABD vy, pof tanto,

1 EC EB
%% = %% = %% o lo que es igual 2z - (1)
i L, L
.’ . = . 2 .
deduciéndose que 12 14 EC d2 (2)

Ahora bien, son iguales los &ngulos ABE = DBC = B - ¥
y los segmentos que los forman son proporcionales, pues, co-

mo se ha expuesto en (1): 1,/dy = EB/1;. Por lo anterior, --

los tridngulos ABE y OBC son semejantes, de donde

1y AE ’
— = — , es decir, 1y .13 = AE.dy (3)
d2 13
Sumando las expresiones (2) y (3 se tiene que 11.13 + 12.14 = d2 (AE+EC), pero AE+ECf;d1, por
. - !
lo cual 11.13 + 12.14 > dl'dZ { 4)

En todo cuadrilatero, el producto de sus diagonales es igual o menor que la suma de los productos de

los pares de lados opuestos.




Cuando el cuadrilatero es convexo e inscriptible,

mo el ABCO de la Fig. 6, el punte E estd sobre la diagonal -

‘AC=d1, pues, son iguales los angules ADB = BCE = &, por —-

ser inscritos y abarcar el arco AB, En este caso, AE+EC = d

por lo que la expresién {4) se transforma en

11.13 + 12'14 =d . d

1 2

Expresién de 1a que se deduce la siguiente condicidn

de inscriptibilidad de los cuadrilateros:

co

1

Un cuadrildtero convexo es inscriptible a una circun-
ferencia, cuando el producto de sus diagonales es igual

a la suma de los productosde los pares de lados opuestos

b).- Circunscriptibles.- Como son iguales, en magnitud,

los dos segmentos de tangencia a un circunferencia, trazados

desde un punto, en la Fig. 7 se deduce que AB+CD=BCs+DA, pues,

AB=a+b, CD=c+d, BC=b+c y DA=a+d,

Esta evidencia permite enunciar la siguiente condicién

necesaria y suficiente:

opuestos.

. .’ - . . .
Un cuadrilatero convexo es circunscriptible,a una circunfe

rencia, cuando son iguales las sumas de los pares de lados -

1.3.- Trapezoides, Trapecios y Paralelogramos.

Fig. #

Atendiendo 31 paralelismo de sus lados, los cuadrildteros convexos se clasifican en los siguientes

gruposy

Trapezoides: No tienen ninglin par de lados paralelos.

Trapecios: Un par de lados son paralelos.

Paralelogramos: Los pares de lados opuestos son paralelos.

En el siguiente cuadro se sefialan las clases que hay en cada uno de los tres grupos anteriores.

CUADRILATEROS

Trapezoides.

Trapecios.

Paralelogramos.

Bi-isdsceles { Posible inspcriptibilidad)

Recténgulo (No inscriptibles)

Isésceles (Son inscriptibles)

General (Posible inscriptibilidad)

General (No inscriptibles)

Romboide (Mo inscriptibles)
Recténgulo (Son inscriptibles)

Cuadradoe (Son inscriptibles)

Rombo (No inscriptibles).




2.- NOTACIONES Y PROPIEDADES GENERALES MAS IMPORTANTES.

2.1.- Notaciones utilizadas. Fig. 8

Los lados del cuadrilétero se denominan de la for--
ma siguiente : A8=11, BC=12, CD=l3 y DA=14. £1 perimetro --
2p=11+12+13+1h. Las diagonales AC:d1 y BD=d2; el angulo que

forman se designa por o(.
Los dngulos interiores se denominan por los correspon-

dientes vértices y los &ngulos exteriores por 1809-A, 180°-B

1802-C y 180°-D, respectivamente.

Cuando el cuadrilatero estd inscrito en una circunfe—-
rencia, el radio de éstz se denomina R. Y cuando sea circuns

crito a una circunferencia, su radic se designa por p-

Estas son las notaciones que, en adelante van a ser uti

lizadas.

2.2.- Primera propiedad.Fig. 9.

Si se sefialan los puntos medios M, N, P y Q, de los la
dos del cuadrilétero, Fig. 9, y se observan los tridngulos -

ABD y BCD, se deduce que MQ y NP son las paralelas respecto

del lado comin- BD; por tanto, MQ:NP=d2/2 (1). Anidlogamente,
de los tridngulos ACD y ABC se desprende que PQ=MN=d1/2 (2).

De las expresiones (1) y (2) se deduce:

Los puntos medios de los lados de un cuadrildtero convexo, son vértices de un paralelogramo de lados

la mitad de las diagonales respectivas y faman el mismo angulo que éstas.

Si en la fig. 9 se supone trasladada la diagonal AC=d,, en la direccién y mangitud de BD=d2, se -~

forma un nuevo paralelogramo AA'C'C, de lados la magnitud de las diagonales y, por tanto, semejante al —-
QMNP, en la relacibén 1/2. Consecuencia de la posicién de ambos paralelogramos y de su-semejanza es su re-

lacién de homotecia, con centro de la transformacién el vértice D.

En efecto, en la fig. 10 se ha realizado la citada tras
lacién, cumpliéndose que BD=AA'=CC' y que BC'CD es un parale-
logramo, por lo que BCLDC. Asimismo, AA'BD es otro paralelo--

gramo y, por tanto, BA'=DA.

Es facil deducir que A', ¥ y D estén alineados, asi co-
mo los C', N y D; es decir, que Q-A, ¥-A', N-C' y P-C son pa--
res de puntos homdlogos, en la homotecia de centro D y razén
1/2.

Hay que ‘sefiglar que la traslacién indicada y, por tanto,

la construccién de los paralelogramos iguales o andlogos al -

AA'C'C, es muy utilizada en la construccién de cuadriléteros,
cuando entre los datos se hallan las diagona.es y el 4ngulo - ;ﬁéﬁ 10

que forman.



2.3.~ Segunda propiedad. Fig. 11.

Los puntos £ y F, puntos medios de las diagonales AC y
BD, son vértices opuestos de un paralelogramo, cuya otra dia

gonal es MP.

Efectivamente, MF=EP=AD/2 por ser paralelas medias res-
pecto de AD en los tridngulos ABD y ACD, respectivamente. De

forma andloga, al analizar los tridngulos ABC y BCD se deduce

que ME=FP=BC/2.

De otra parte, se demuestra de igual forma que EQFN es,

I’f!;, /1

también, un paralelogramo, pues, EQ=FN=CD/2 y QF=EN=AB/2. Por

todo ello se puede enunciar:

En todo cuadriléterq,convexg/los puntos medios de las diagonales son vértices opuestos y comunes de -
dos paralelogramos, formados con los respectivos pares de puntos medios de los lados del primero. --

Los lados de estos paralelogramos tienen por valor la mitad de los respectivos lades del cuadrilatero.

2.4.- Tercera propiedad.- Teorema de Euler.

Seglin las relaciones métricas de los tridngulos, en los ACD y ABC de la Fig. 11 se cumple:

— = 2 =2 = — — — — . . .
D2 + DL = 2AE + ZDE2 y A82 + BCZ = 2AE2 + ZBEZ, respectivamente. Sumando ambas expresiones se tiene que:
2

2 — — _ —_2 =2 =2 -2
11 + 12 + l§ + li =2 (DE2 + BEZ) + hAEz. Anilogamente, en el tridngulo BED se cumple que BE2+DE2=ZBF +2EF,

. . 2 =2 =2 .
valores que sustituidos en la expresidén anterior se obtiene: 11+12+13+lh= 4BF "+ LEF +4AE ", es decir,

2 2 2 2 2 2 =2
ll + 12 + 13 + 1& = d1 + d2 + LEFT ) pop ello,

daeloscuodrs o, . d 1 d d d 1 s
En todo cuadrilétero convexo, la sumayde los cuatro lados es iqual a la suma de los cuadrados de la

diagonales mis el cuidruplo del cuadrado del segmento que une sus puntos medios.

2.5.- Cuarta propiedad.

De conformidad con las relaciones métricas de los --
tridngulos recténguloﬁ, en los oblicudngulos ACD y ABC de -

la Fig. 12 se cumple, respectivamente, que:

0% - (5% - W% - 062 y ABC - 6 - RO2-0C2.

. -2 =2 -2 —2
Igualando ambas expresiones, AD - CD = AB - BC , es

. =2 =2 a2 .
decir, ABZ+ CD = BC + DA, o lo que es lo mismo,

2 2 2 2
11 + 13 = 12 + 14

Expresidn que permite enunciar la siguiente propiedad

Fig. 12

general de los cuadriléteros:

yconcaves,
En los cuadrilateros convexosVﬂe diagonales perpendlculares, la suma de los cuadrados de dos lados .--

opuestos es igual a la suma de los cuadrades de los otros dos.




3.- PROPIEDADES PARTICULARES.

3.1.- Trapezoide bi-isésceles. Fig. 13.

a).- Los lados consecutivos son iguales dos a dos: -

11:14. y 2=13

b).- Las diagonales son perpendiculares

1
: dIJ'dZ
¢).- El punto de interseccién O de las diagonales di-
vide a una de ellas .en dos partes iguales: 0B = 0D = d2/2.
d).- La otra diagonal es eje de simetria y, ademds, -

bisectriz de los &ngulos interiores cuyos vértices une.

e).- En este caso, los puntos medios M, N, P y Q de -

los lados son vértices de un recténgulo.

3.2.- Trapeclos.

1.~ General. Fig. l&.

a).- Los dos angulos interiores contiguos A-B y C-D,

que se forman con cada lado no paralelo, son suplementarios.

b).- E1 segmento MP que determinan los puntos medios
de los lados no paralelos, representacién a) de la figura,
es paralelo a las bases y de magnitud igual a la semisuma -

de éstas, denominindose '"base medial.

¢).- Las intersecciones de las diagonales de un tra-
pecio con su base media, determina un segmento igual a la -

semidifierencia de las bases.

En la representacién a) de la fiqura, ABED es parale
logramo, por lo que AG=GE. Los triadngulos AGH y AEC son se-

mejantes, con razén de semejanza 1/2; por tanto, GH=1/2(12—14)

d).- En todo trapecio son semejantes los tridngulos
08C y 0DA, verificandose que:
0B 0D ' 08+00  dp 0B

~— = — vy, por tanto, = —
0C O0A 0C+0A dy  0oC

De lo anterior, se deduce: "El punto O de intersec—-
cién de las diagonales, pertenece a la circunferencia lugar
geométrico de los puntos cuya razén de distancias a dos pun
tos fijos, By C en la representacién b) de la figura, es -

una cantidad constante".

A su vez, el punto O pertenece a la mediana EN del -
tridngulo EBC, la cual corta a las bases del trapecio en —-

sus puntos medios N y Q.

h

2\

&

oy

F?E;./#

oy




2.- Rectangulo. Fig. 15,

Ademds de las propiedades de los trapecios en gene-

ral, hay que destacar las siguientes:

a).- Dos angulos interiores consecutivos, formados

por uno de los lados no paralelos, son rectos.

b).- Los dos &ngulos no rectos son suplementarios,

pues, como es sabido A+B+C+D+ = 360°.

3.- Isésceles. Fig. 16.

a).- Dos a dos, los dos angules interiores son igua
les, pues, son inscritos y abarcan arcos iguales; en la fiqu

ra, B=C y A=D.

b).- Los lados no paraleles son iguales 11=13.

c).- Las dos diagonales son iguales d1=d2.

d).- La mediatriz de las bases es eje de simetria.

Todas estas propiedades son especificas de los tra-
pecios isésceles, ademds de poseer las de los trapecios en -

general.

3.3.~ Paralelogramos.

1.- Romboides. Fig. 17

a).- Los pares de lados opuestos son paralelos e --

iguales: 11=13 y 12=1h'

b).- Los angulos opuestos son iguales, A=C y B=D, y

los consecutivos suplementarios.

¢).- Las diagonales se cortan en su punto medio O,

es decir, A0=0C=d1/2 y BO=OD=d2/2.

d).- Las rectas que pasan por 0 y son paralelas a -

los lados, MP y NQ, se denominan "paralelas medias".
e).- La suma de cuadrados de los cuatro lados es --

. . 22 32'AL
igual a la suma de los cuadrados de las diagonales:2(L,+L;)3d#d-

En efecto, el teorema de Euler, expuesto en 2.4, se
transforma en lo anterior, pues, en este caso, el segmento EF,

que une los centros de las diagonales, es de valer cero.

2.- Rectangulo. Fig. 18,

Ademds de las propiedades generales de los paralelo l
1

gramos, tiene como especificas las siguientes: t-h

a).- Los cuatro &ngulos interiores son rectos. ™ r

b).- Las dos diagonales son iguales d1=d2. d, . d,

¢).- Las dos paralelas medias, respecto de los la-- 8 o

Lc
dos, son ejes de simetria y mediatrices de los lades.

d).- El paralelogramo MNPQ, en este caso,'es un rombo.



3.- Cuadrado. Fig.19.

Las especificas de este paralelogramo especial son —-

las siguientes:

¢ 4
Ayl 5

a).- Los cuatro lados son iguales. \\\\\

b).- Las dos diagonales son iguales y perpendiculares ~ ' ,

)
entre si. ! \\\\y///
. . . . . M - U

¢).-Las diagonales son bisectrices de los &ngulos in-

teriores, >
4 |
d).-las paralelas medias y las diagonales son ejes de - ///
B C

simetria. / Nl 2 J\

g).- Los cuatro puntos medios de los lados son vérti-

Fig.19
ces de otro cuadrado.
4.~ Rombo. Fig. 20. D
. . g
Sus propledades particulares son: R . P
4
a).~ Los cuatro lados son también iguales., A ‘LO C
b).-Las diagonales son, asimismo, perpendiculares en- T
tre si, ejes de simetria del cudrildtero y bisectrices de - M ¢ N
z » 5 l Q
los angulos interiores correspondientes 8
¢}.- Las distancias h, entre cada par de lados parale
los,son iguales. .
F19.20

d}.- Los puntos medios de los lados son vértices de un

rectangulo.

4.~ METODOS DE CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS.

Como una diagonal divide al cuadrilitero en dos tridngulos que, como es sabido, requieren tres datos
para su determinacidn, en principio se necesitan sels para la construccidn el cuadrildteroc que forman. No
obstante, su determinacidén se reduce a cinco datos, pues, ambos tridngulo: tienen un lado comiin: la diago-

nal antes citada.

Estos cinco datos pueden reducirse a un ndmero inferior, cuando se conocen algunas otras caracteris-
ticas del cuadrilatero: en los trapecios son necesarios cuatro datos y en los paralelogramos sélamente tres.
En el cuadro siguiente se detallan los datos necesarios que, en cada caso, son necesarios para determinar-~
los.

GENERAL (5)

TRAPEZOLDES (5) BI-ISOSCELES (3)

GENERAL (&)
TRAPECIOS (&) RECTANGULO (3)
CUADRILATEROS (5)
ISOSCELES (3)
ROMBOIDE (3)

Lo (2
PARALELOGRAMOS (3) RECTANGULO (2)
CUADRADO (1)

ROMBO (2)




Por el nimero de datos que son necesarios para estas construcciones, el nlimero de problemas que pue-

dan plantearse es muy grande, resultado de combinar sus elementos, lugares geométricos y propiedades geomé-

tricas que son de aplicacidén. Con objeto de resolver los problemas mis fundamentales, se han sistematizado

los siguientes métodos de construccidn:

CASOS GENERALES

REDUCCION A LA CONSTRUCCION
DE  TRIANGULOS.

RELACIONES GEOMETRICAS

Lo constituyen aquellos problemas que tienen por datos, dnicamente,
los lados y angulos del cuadrildtero, dados directamente y no me--

diante relaciones entre ellos.

Cuando los datos no son exclusivamente lados y dngulos del cuadri-
latero, se supone conocida la respuesta y, en general, con los datos
dados se podrd construir uno o mds tridngulos, que proporcionarin la

construccién del cuadrilatero solucién.

Cuando no se obtiene directamente la solucién por el método anterior,
es necesario relacionar los datos mediante algdn lugar geométrico o -
propiedad geométrica. Después, se procede como en el caso anterior o

directamente se construye el cuadrilitero.

A continuacion, se va a exponer cada uno de los tres métodos y se soluciona el niimero suficiente de -

aplicaciones para su comprensién.

5.- METODO DE CASOS GENERALES.

5.1.- Trapezoides.

Como se ha indicado anteriormente, los cinco datqs ne-
cesarios para determinar el cuadrilitero son lados y angulos,
por lo cual el nimero de combinaciones posibles son (2) = 56,
De éstas, sélo constituyen problemas geométricos diférentes -

seis grupos, que son los siguientes:

COMBINACIONES.
1.-

11’ 12' 13'
2.-

11’ 12' 13'
1
3 ' 12' 13’
LI 11v ’

l1 2 13
5.

11' 12' l3'
6.-1, 1, .

2 3 14
7.- »

13, 14, 11.
8.-1,1,1

= O o

PROBLEMAS
I.- Los cuatro lados y un 4nqulo.
I1.- Tres lados y los dos 4dngulos formados por ellos.
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g.- ll' 12, 13, ByA
10.- 11, 12, 13, Cy?D
t.- 12' 13’ lh' Cys Iil.~ Tres lados, un angulo formado por dos de ellos y el
12.- 12, 13, 14, DyA dngulo contiguo formado con el lade desconocido,
13.- 13, 14' 11, DyC
low- 1,1, 1, Ay8
15.- 14, 11, 12, AyD
16.-1,, 1, 1, BycC
17.- 1, 1, 1,,8y0
18.- 1., 1, 1., Cy A
19.- 12, 13, 14, CyA
20.- 12' l3' 14' Dy8 V.- Tres lados, un 4ngulo formado por dos de ellos y el
21.~ 13, 14, 11, Dy8 angulo opuesto a éste.
22- 1, 1, 1, AyC
23.- 1, 1, L, AycC
24, - 1&' 11, 12, By D
25.- 11, 12, 13, AyD
26.-1.,1,1,Ay8B
273 4 V.- Tres lados y los dos 4ngulos formados con el lado
27.- 13v lh' 11' BycC desconocido.
28.- 1,1, 1,,Cy0
29.- 1, 1, A, By 37.- 15, 1, A, By W= 1, 1, A, By e
0.-1,, 1,8 Cy0 38.-1,,1,,8, CyD 46.- 1, 1,8, CyD
3~ 1, 1,,¢,0yA 39.- 15,1, C,0y4 A1, 1, 0, Dy A
32.- 1, 1,, 0, Ay B 4.~ 1, 14, D, Ay B 48.- 1, 1,0, AysB
Be- L, L, A 8yc 41.-1,1 , A, BycC 49.- 1, 1, A BycC
34 .~ 12, 1,8, Cy0D 42,- lh' 1,8, Cy0D 50.- 12, 1&' B, CyD
35.- 12, 13, C,DyaA 43.- 14, 11, C,DyaA 51.- 12' 14' C, DyaA
36.- 12, 13: D, AysB b, - 14, 11, D, Ay8B 52._ 12, 14, D, AY B
vI.
Dos lades y tres afigulos.
53.- 1, 4, 8, CyD
S4.- 1., A, 8, CyoD ~Un lado y cuatro'énq?los. .
2 Estas cuatro combinaciones constituyen un problema indeterminado,
55.- 13, A, B, CyD pues, rea}mente sblo se conocen cuatro datos, ya quE‘GE—EEEETE_Ze
56.—~14, A, B, Cy 0D halla mediante los otros tres.
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. . P . ., .
A continuacidén, se trazan las construcciones graficas necesarias para la solucidn de estos sels

problemas de casos generales.

Problema 1.~ Datos: ll’ 12, 13. 14 y B. Fig. 21.

En primer lugar, se puede construir el triangulo ABC,
del que se conocen dos lados 1; y 1, y el angulb B que for-

man (problema II de casos generales en triangulos oblicuin-
los ).

Después, sobre AC se construye el tridngqulo ACD, del

que se conocen los tres lados (problema 1 de casos generales

de triangulos obliguinguloes).
Fig. 21

Problema II.- Datos: 1y, 12, 13, ByC. Fig. 22,

Sobre el lado BC = 12 se construyen los dos angulos -
dados. Los otros dos vértices, A y D, distan 11 y 13 de By

€, respectivamente.

En reslmen,se realizan las construcciones de los triin

gules ABC y BCD, de los que se conocen dos lados y el 4ngulo

comprendido por ellos.

Problema III.- Datos: 11, 12, 13, By A, Fig. 23.

Como en los casos anteriores, se construye el friéngg
lo ABC y se traza el 4ngulo A scbre 11. El vértice D dista -
del C el lado 13, por lo que puede haber hasta dos solucio--
nes; en la figura, los vértices D o 01, pertenecen a una u -

otra de las soluciones.

Problema IV.- Datos: 1y, 12, 13, By D. Fig. 24.

Como en los casos anteriores, se puede construir, de

igual forma, el tridngulo ABC.

£1 cuarto vértice D se obtiene al construir el trién-
gulo ACD, del que se conocen los lades AC y CD = 13, y el an

gulo D opuesto al primero de los lados, es decir, es el pro-

blema 111 de casos generales de los triangulos oblicudngulos.
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Problema V.- Datos: 17, 1o 13 Ay D. Fig. 25.

Se-traza une de los angulo dados y se lleva sobre uno
de sus lados el correspondiente lado conocido del cuadriléte
ro., En la figura, se ha trazado el 4ngulo A y el lado ll' pa

ra obtener los vértices A y B.

Mediante el 4ngulo D, se coloca C'D' paralelo -en una

de sus infinitas posiciones-, a la silvacién que ha de ocupar

CD, y se traslada en la direccién AD' hasta que C' se encuen B ”’ﬂfc
tre en el arco de circunferencia de centro B y radio 12, es Frg.25

decir, hasta ocupar su correcta posicién CD.

Problema VI.- Datos : 1 1

1+ 10 A, By C. Fig. 26

Al igual que en el problema IV y anteriores, se traza

el tridngulo ABC.

El cuarto vértice D se obtiene por interseccidn de --

los correspondientes lados de los 4ngulos A y €, trazados sobre 8

1y y 1, , respectivamente.

Fig.26

Trapezoide bi-isésceles.

En este caso particular, como 1y= 1o, l3=l, y B=D, las magnitudes diferentes de angulos y la-
dos se reducen a cinco, por lo que el nimero de combinaciones de los tres datos necesarios para su determi

., 5 P ..
nacién, a su vez, se reducen a (3 =10, las cuales dan lugar a los problemas geométricos siguientes:

COMBINACIONES PROBLEMAS
1.~ 11=l . 12=13 y A
- = = - I,.- Los lades y un angulo.
2 11 lh’ 12 13 y B=D 1 y gu
3.- 11=1 , 12=13 y €

4 11 .- Dos lados iguales, el &ngulo que forman y el consecutivo.
5.- 1.=1, C y B<D 1
2 3
6.- 11=14, C y B=D
111, .- Dos lados iguales, el dngulo opuesto y el consecutivo.
7.- 1-1, A y B 1
2 3
8- 11, Ay C
: IV .- Dos lados iguales, el angulo que forman y el opuesto a éste,
9.- 1=1, C y A 1
2
10.- A, B=D y C Los cuatro dngulos constituyen un problema indeterminado, como se dedu
ce facilmente. -
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Sin embargo, sélo los problemas III1y v, requieren trazados gréficos diferenciados de los que pre-

cisa el andlogo de trapezoides, mientras que los trazados de los I1 y 11, son iguales a los empleados enly

VI, como se deduce facilmente:

GENERAL. Bl - ISOSCELES.
Datos .
PPOblS' Datos Facilitados. Problg Observaciones.
mnas. - mas. Facilitados Deducibles
1 1.- 11, 12, 13,14 y A I1 l.- 11=14, 12=13 y A. -— -
1= - - 360° — (A+28) -
bho- 1, by, D, Ay B I bo- 1y=1,, Ay B=D C (A+28)
Vi 42.- 14, 14, 8, CyD Iy 6.~ 11=14, Cy 8=D A= 360° = {C+2B) Trazados
' As diferentes
- 8.-1=1,A C B=0= 180° —~ 8 * |
41, 14, 11, A, ByC IV1 8 L y 5

A continuacién, se resuelven los dos Gltimos problemas relativos al trapezoide bi-isésceles.

Problema IIII. Datos: 11=14, C y B=D. Fig. 27.

Se construye el tridngulo ABC o el ADC, en la figura se

ha trazado este Giltimo, del que se conoce el lado 14, su angu
lo opuesto C/2 y el contiguo D. {problema V de casos generales

de triangules obliguéngulos).

El cuarto vértice B, se obtiene al construir el tridngu-

lo ABC, del que ahora se conocen sus tres 'lados.

Frg. 2F

Problema IVl. Datos : 11=1h' Ay C. Fig. 28.

En primer lugar, se construye el triingulo isésceles ABD

{problema II" de casos generales de estos trifdngulos).

Después se construye el tridngulo BCD, también isdsce--

les, del que se conoce la base BD y el 4ngulo opuesto C. (pro-

blema III" de casos generales).

También se puede obtener el vértice D de la siguiente

forma: construido el tridngulo isésceles ABD, se trazan los 4n

vay,azs

gulos B=D=360%-(A+C), sobre los lados 11 y 14, respectivamente;

el vértice C es interseccién de los correspondientes lados.

Tanto este problema como el anterior, pueden construirse como su andlogo VI de trapezoides en gene-

ral, sin mas que hallar el tercer angulo.
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5.2.- Trapecios.

En estos cuadrilateros los lados paralelos se denominan

bases y, como se ha indicado, se designan por 12 y 14.

Los 4ngulos consecutivos formados por las bases son su- lf
plementarios: A+B = 180° = C4+D ; por esto, en los trapecios el

nimero de datos en los problemas de "casos generales" son los B C

cuatro lados y dos angulos, pues, los otros dos pueden deducir 12
se.

Teniendo en cuenta que, en los trapecios, el nimero de datos necesarios para determinarlos es de cuatro
el nimero de combinaciones teéricas que podrian hacerse con los lados y los &ngulos serian de (i) = 70. Ahora
bien, como se ha indicado, sdlamente existen dos 4ngulos que son datos, por lo que el nimero de combinaciones
geométricamente diferentes son (2) = 15, que realmente constituyen sélo cuatro problemas de construccién de

trapecios generales, que son los siguientes :

COMBINACIONES PROBLEMAS

1.-1.,1,1 yl1l I'.- Los cuatro lados.

2.~ 11, 12, 13 y A o B
~ 1,1,
3 R 13 y € o D
.- 1
9t 13, 1& y A o B
5.-1.,1,1 C o D
A MR I1'.- Tres lados y un angulo.
6.~ 13, 14, 11 y A o B
7.- 13, 14, 11 y C o D
8.- 14’ 11, 12 y A o B
9.- 14, 11. 12 y € o D .
10.- 11, 12 y los dos <f
-1, 1 y u . , ]
2" 3 111 .- Dos lados consecutivos y dos angulos no suplementarios,
12.- 1,1 y n
KR
— n
13. 14, 11 y
14 .- 127 14 y los dos < l v .- Las bases y dos &ngulos no suplementarios.
_ Constituye un problema indeterminado, pues, aqui uno de los lados
15. 12’ 13 y los dos < viene definido por los Angulos.

Sin embargo, sélamente los problemas I'y IV' constituyen trazados gréfices diferentes de los seis pro
blemas de casos generales de los trapezoides,ya que los problemas II' y III' coinciden, respectivamente, con

los problemas 111 y VI, como se desprende del siguiente cuadro :
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TRAPECIO. TRAPEZOIDE.

datos

Proble Dados Deducidos Proble Datos Observaciones

mas. mas

1 - —_—— —_ ——— ———
I 1. 11, 12, 13 y 1#

1 _ - o_ = i
11 2= 1, Ly 1y y A B = 180°-A II | 9.~ 1, 1, 1,,Ay8 Fig. 23
. A - 180°-8 '
e 0.~ 1, 1, 8y ¢C D = 180°-C VI f29.- 1, 1,, A, ByC Fig. 26
wr 16— 1 I, BycC A = 180°-8 Vi 49.- 1., 1,, A, By C} Trazados diferentes
20 b : D - 180°-C 2’k

'vPor'lo anterior, se omiten las construcciones relativas de los problemas II' y III',y se realizan
fas'carreSpoﬁdiéntes al IV y él IV'; este dltimo por dog trazados, ambos diferentes al contenido en la
~Fig. 20. ‘

D

Pr 51 ‘;— : 5] ‘ . Fig. .
roblema 1 Datos 11, 12, 13 y 14 Fig. 29

Se construye el triénéwlo ABC', del que se conocen los
tres lados, después se traslada AC' en la direccién de las ba-

ses y en una magnitud iqual a la base menor 1#'

Prqblema IV'.- Datos: 12, 14, 8 y . C. Figs. 30 y 31.

En la fig. 30 se ha resuelto el problema de forma simi-

“-lar al anterior. La diferencia estriba, en este caso, en la --

construccién del tridngulo ABC', del que ahora se conoce el la

do BC' y-los dos &ngulos qué con 61 se forman.

' También'puede resolverse el problema mediante el traza-

do de la Fig. 31, en la que sobre BC=12 se han construido los

sngulos B y C. Después se sitla en posicidén A'D', es decir, --

desde un punto cualquiera de AB, en la figura el A', se lleva

'la=A'D' paralela a BC.AFinalmemte,sevtraslada en la direccidn

de AB hasta D. También puede situarse A'D! de forma que D' per

Fﬁzy.ciﬂ

tenezca a CO; en este caso,la traslacidén seria en la direccidn

de éste dltimo lado. Ly D
Este Gltimo traslado es el que ha de realizarse también
en la construccién de un trapezoide correspondiente al proble-

: : c {
ma VI, cuando los datos sean la combinacidn 12, 14, A, ByC. 4 ]9'
(2
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Trapecios rectangulos e isdsceles.

En los trapecios recténgulos dos 4ngulos son rectos y - UA
los otros dos suplementarios, como ya es sabido. Por lo ante--
rior, los datos de los problemas de casos generales serdn los (3

cuatro lados y uno de los 4ngulos no rectos. £l ndmero de com-

binaciones geométricamente diferentes son : (3) = 10, que for g\
N\
man los siguientes problemas diferentes : B 6 ¢
COMBINACIONES PROBLEMAS
1.-1,
SRR
2.-1,,1 y1
3 12 13 14 Ii Tres lados.
T v
ho- 1,
14 11 y 12
5.- 11, 12 y C o D
6.- 1,1, y C oD
11'.- Dos lados consecutives y un 4ngulo no recto,
7.-1.,1 y C o D i
37 4
8.- 1&' 11 y C o D
9.- 12, IA y C o D I III{.- Las bases y un 4ngulo no recto,
10.-1,1 y C o D Constituye un problema indeterminado, pues uno de los
1 3 . T
lados dato se define por los angulos.
En los trapecios isésceles, ademis de ser suplementarios -
los angulos consecutivos que se forman con las bases, como es ng /;\’
ya sabido, son iguales los dos 4ngulos que se forman con cada A lu D
base, en la figura A<D y B=C, por lo que al igual que en los
trapecios recténgulos sélo un 4ngulo es dato. Por otro lado, - 11 .
' 3
como 11=13, solamente tres lados pueden ser datos. !
Por lo anterior, el nimero de datos puede ser de cuatro, 8 c

L. , {
con los cuales se pueden formar (3) =t combinaciones geomé- 2
tricamente diferentes, puesto que también en la construccién -
de trapecios isdsceles es necesario conocer tres datos (como es facilmente deducible mediante la descomposi-

cién del trapecio en dos trisngulos por medio de una diagonal), para que el cuadrilétero quede definido.

Los problemas diferentes de "casos generales" en la construccién de los trapecios isdsceles son los

siguientes:



COMBINACIONES PROBLEMAS
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L= lp=15, 1y 1, I'.~ | Los lados.

2.- 11=l vl y un

3 2 II}.— Una base, el lado desigual y un 4nqulo,
3.- 11=13, 14 y un <f
b, - 12, 14 Yy un <i IIIE.— Las dos bases y un 4ngulo.

Sin embargo, los trazados de los problemas de casos generales de los trapecios rectangulos e isgs-

celes, no difieren practicamente de los problemas andlogos de los trapecios generales.

el cuadro siguiente puede observarse la identidad entre ellos.

Efectivamente, en

TRAPECIOS GENERALES TRAPECIOS RECTANGULOS TRAPECIOS ISOSCELES.
Proble Prole Datos Proble Datos
nas ) Datos mas Dados Deducidos | mas Dados Deducidos
T N AN - — - SR R N R
Iy 2-14 1y, 13y A Doty I3f A =900 =8| - el R—
My 101,18y o seel,l ¢ |6 = 900 1 2. 1elylys]| e
Wl 1L, By C r g__-lz,ll4 ycl B = gpo S Y B=C

5.3.- Paralelogramos.

Como ya se indicaba en las propiedades especificas de -
los paralelogramos: 11=13, 12=14, A=C, B=D y A+B=180°=C+D ;
de donde se deduce que sélamente existen tres datos diferen- [1

tes geométricamente: dos lados y un angulo.

Para la determinacién de un paralelogramo son necesarios

8

. . . , 3
tres datos, por lo que el nimero de combinaciones seri (3) =1,

que constiuye el Gnico problema de "casos generales" en este caso:

1 =1h y A=C & B=D l I"._JDos lados desiquales y un angulo.

El problema enunciado es de trazado andlogo al I de los trapezoides- 11, 12,
reducido a la construcc1on de un triangulo del que se conocen dos lados y el angulo

el problema 1I de tridngulos oblicuingulos.

1,1 A;
3 L pues, queda

que forman, es decir, -
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Rombos.

- Como en este paralelogramo especial sabemos que 11=12=

13=14, sélo se disponen de dos dates: el lado y un éngulo. D
- . 51 ly l;
Para definirle son necesarios los dos datos, luego, sélo !
hay un problema de "casos generales™ en su contruccién A _ c
-1.-=1-=1-= 2 o El lado y un &ngulo, !
1, 11 12 13 ll., y un 4 1 y g L’ [2
I}

La construccién no ofrece ninguna dificultad y se puede

decir lo mismo que en el problema anterior de paralelogramo ge

neral.
, A {4 D
Rectangulo. % T
|
En este caso, 11=13, 12=1& y A=B=C=D= 90°, por lo que
también existen dos datos diferentes, que son los necesarios - [4 - - {;
f . {
para determinar el {(nico problema del tipo de referencia :
D Vd
-1 = _ LI 8 A ¢
1. 11-13 y 12—14 IIZ. Los lados.

Tampoco en este caso los trazados necesarios para su construccidén ofrece dificultad alguna y se —-

puede remitir a lo dicho anteriormente a este respecto.
Cuadrado.

Es evidente que en este cuadrilitero sélo hay un dato que es el lado,necesario conocer para su cons

trucciodn:

1 " El lado.

6.- METODO DE REDUCCION A LA CONSTRUCCION DE TRIANGULOS.

Como indica su nombre, la construccién de.cuadriléteros, por este método, se puede realizar a par-

tir de la construccién de uno o mis tridngulos auxiliares, determinades directamente por medio de los da-

tos y que tedricamente, al menos, se saben resolver. Al aplicar este método se deben realizar las siguien

tes operaciones :

1.- Se supone conocida la respuesta, es decir, se dibuja un cuadriliaterc de la misma clase que el de la
solucion.

2.~ Sobre el cuadrilitero anterior se trazan los elementos homélogos de los dates facilitades.

3.- Se localizan los tridngulos auxiliares que se pueden construir con los datos, de forma que, una vez
construidos éstos, se pueda obtener el cuadrilatero.

4.~ Con las magnitudes reales de los datos facilitados se trazan los tridngulos auxiliares y, despuds, -

se realizan las construcciones grificas necesarias para obtener el cuadrilitero solucién.
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Uno de los ejercicios mis sencillos de resolver por este método, es la construccién de un trapezoide

conocidos sus cuatro lados y una diagonal. A saber:

aj).- ide. : , , . . Fig. .
).~ Trapezoide. Datos 11 12 13 14 y d1 Fig. 32

Dibujado el trapezoide A'B'GC'D! que, en principio, se
supone la solucién, se sitlGan sobre &1 los elementos homdlogos
de los datos. A continuacién, directamente se localizan los —-
tridngulos auxiliares A'B'C' y A'CID! que pueden construirse,-

pues se conocen sus tres lados.

Por lo anterior, con las magnitudes reales de los datos g
se construyen los triédngulos ABC y ACD -en magnitud y posi--

citn-, los cuales sin mis trazados, en este caso, conforman el

cuadrilédtero soluciodn.

A titulo de ejemplo, se resuelve la construccién de otros cuadriliteros, en los que los datos faci-
litados determinan directamente el tridngulo o tridngulos auxiliares necesarios para realizar aquellas —-

construcciones.

b).- Trapezoide bi-isésceles. Datos: 11, d1 y d2' Fig. 33,

£l triangulo auxiliar A'B'D' se puede construir, pues,

se conocen sus lados A'BY y B'D', asi como su altura A'O‘zdi/Z

Por ello, con las magnitudes de los datos se construye
el tridngulo ABD y su simétrico BCD, los cuales conforman el -

trapezoide bi-isésceles solucién. Tampoco en este caso es nece

sario trazade grifico alguno, una vez construidos los --
trianquloes auxiliares.

F’.ig. 33

¢).- Trapecio. Datos: 11, 12, 13 y h. Fig. 3&.

El tridngulo recténgulo D'H'C' es auxiliar, a estos efec
tos, del cual se conoce el cateto D'H'=h!' y la hipotenusa --

=1t
C 13

Posteriormente, se traza C'B‘=1é y con centro en B' y
radio l; se obtiene el cuarto vértice A'. Hay dos soluciones,

si no se trata de un trapecio rectangulo.

Con las magnitudes de los datos se realizan las cons--

trucciones indicadas, con lo cual se obtiene el trapecio solu

cidén ABCD.
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d).- Trapecio isésceles. Datos: 11=l h y R. Fig. 35.

31

Como en el caso anterior, el tridngulo rectingulo D'H'C!
es auxiliar. Asimismo, es auxiliar el tridngulo isésceles —--

D'O'C' y ambos pueden construirse facilmente.

« Trazada la circunferencia circunscrita, se prolonga —-
C'H' y por D! se traza la recta paralela, para obtener los —-

otros dos vértices B! y AT,

Con las magnitudes de los datos se realizan las cons—--
trucciones indicadas anteriormente, para obtener el trapecio -

solucidon ABCD.

e).- Trapecio recténgulo, Datos: l.q=h, d,y1,. fig. 36.

Realizadas las dos primeras operaciones indicadas al --

describir el método, se observa que el tridngulo rectangulo --
A'B'C' se puede construir, pues, se conoce el cateto A'B‘=11=h‘
y su hipotenusa A'C':di. Construido este tridngule, se traza -
por A' la paralela a la base B'C' y con centro en C' y radio -

15 se obtienen los vértices D' y D!, que dan lugar a las dos

1
11

posibles soluciones.

Como en todos estos casos, con las magnitudes de los da

tos se realizan las construcciones indicadas y se obtiene el

trapecio rectangulo solucidén ABCD.

f).- Paralelogramo. Datos: ll, 12 y o{. Fig. 37.

En este caso, el tridngulo 0'B'C' es el auxiliar, pues,

se puede construir mediante el arco capaz de 4 , trazado sobre
B'C', y con centro en M' y radio su mediana 0‘M'=1;/2 se ob--

tiene 0!,

Construido este tridngule 0'8'C', se porlongan 0'B! y -

0'C' para obtener D' y A', respectivamente; pues, como es sabi

do, sus diagonales se cortan en el punto medio. A continuacién,
se procede como en todos los casos para obtener el paralelogra Flg‘é’F

mo solucién ABCD.



g).- Rectangulo. Datos: 2p y d. Fig. 38.

En este caso, el tridngulo recténgulo B'C'D' es el auxi
liar, del cual se conoce la suma de los catetos y la hipotenu

sa (tridngulo B'E'D'), que se resuelve en el ejercicio d), —-

del punto 6 de "Construccién de Tridngulos®. el punto Di da °

lugar al mismo recténgulo, sélo que apoyado en el lado menor.

2 .2
Si los datos son 2p y«{; 2p y R o 11+12 y 11+12, se re-
suelven de igual forma. En efecto, pues, en el primero de --
ellos, el &ngulo D!'B'E' tiene por valor 9090- c172; en el se--
2221d2

= = = =] 4l.=
gundo 2R=d y en el tercero, 11+12 12+13 Py 11+l2 1z 13

También se resuelve, de igual forma, la construccién de
un rombo conocidos 1y d1+d2, Fig. 39, pues, del tridngulo --
rectédngulo A'0'D' se conoce la suma de los catetos, di/2+dé/2.

y la hipotenusa A'D'=1',

h).- Rombo. Datos: 1 y p. Fig. 40.

Esta construccidon se resuelve mediante el tridngulo
rectangulo A'0'D', del que se conoce la hipotenusa A'D'=1' y

la altura sobre ella O'H'fP"

Trazado este tridngulo, se prolongan sus catetos has

A,'?__.,....-

/

e e me e o

24

i

B

ta conseguir otros tres tridngulosde lados iguales al primero,

para asi conformar el rombo solucién.

- e mbe ww e e e g

% “
///’;://// c’

0/

B Fig, 40

A continuacién, se van a resolver las construcciones de otros cuadriliteros, también a titulo de

ejemplo, en los cuales el triingulo o tridngulos auxiliares no estin determinados directamente por los da-

tos, al menos, en su situacién en el cuadrildtero, sino que se deben localizar por medio de convenientes -

operaciones con ellos.

i).- Trapezoide. Datos: 11, 12, 13, 14 y ,3 (4ngulo que --

forman 11 y 13). Fig. &1,

Supuesta conocida la respuesta, se traza A'F'=1§ y -
paralela a este lado C'D', El triingulo auxiliar A'BI'F' se —-
puede construir, pues, se conocen dos de sus lados y el angu-

lo que forman.

Al trasladar A'F' en la direccién de l'4 y en su mag
nitud, se obtiene el cuadrildterc. Para conocer la direccién
de traslacidén {(lado IL), se construye el tridnqulo auxiliar -
B'F'C! del que se conocen sus tres lados. El resto de la cons

truccidén no ofrece dificultad alguna.

finalmente, con la magnitud de los datos se realizan
las citadas construcciones, para obtener, asi, el cuadrilite-

ro solucién ABCD.




j).- Trapezoide. Datos: 11, 12, l3 y l4 y NO {segmento que

une los puntos medios de 12 y 14). Fig. &2,

Este caso ‘requiere la construccidén de tres tridngu--
los auxiliares. En efecto, si se supone que A'B'C'D' es la so
lucidén, por uno de los extremos del segmento N'Q' -por Q' en
la figura-, se trazan Q‘E':li y Q'F':lé paralelos a los res--
pectivos lados A'B' y C'D', se . forma el tridngulo Q'E'F', del
que se conocen dos lados y la mediana Q'N', que concurre en -

el mismo vértice que .éstos.

Por ello, se traza el tridngulo QEF mediante la cons
truccién del paralelogramo QEGF (datos: los lado§ y la diago-
nal QG=2NQ). A continuacién, se construyen los tridngulos NBE
y NFC {de los que se conocen sus tres ldos), con los cuales -
se obtienen los vértices B y C, por los que se trazan BA=11 y

CD=13 paralelos a QF y QF, respectivamente.

k).~ Trapecio. Datos: dl' dz,n( y 12+13. Fig. 43.

Si se supone que un trapecio cualquiera A'B'C!D! es
la solucidn, se traza D'E! paralelo e igual a la diagonal ~--

A'C', para asi determinar el triéngulo auxiliar B'E'D', que

puede construirse, pues, se conocen sus lados B‘D‘=dé y D'E'=di

. . t
asi como el 4ngulo®que forman.

Tanbién puede construirse el triangulo isésceles C'F!D?

porque B'F':lé+l'3 y el punto C' es interseccidn de la mediatriz B’

de la base D'F' con el segmento B'F'. Fl cuarto vértice A', es
interseccidn de la paralela a D'E' por C' y de la paralela a -

B'C' trazada por el vértice D'.

Al realizar, por este orden, con las magnitudes rea—-—
les de los datos, las construcciones graficas anteriormente --

descritas, se obtiene el trapecio solucidén ABCD.

1).- Paralelogramo. Datos: 2p, h1 y A. Fig. 44

Al igual que los demds ejercicios, se supone que el pa-
ralelogramo A'B!'C'D! es 1a solucién. Como el perimetro es dato,

se traza el segmento B'E'=p'=lé+lé y el tridngulo auxiliar -

B'E'D' estd determinado, por conocerse el lade B'E'=lé+lé, la

'
altura hi y su angulo interior E!, cuyo valor es A/2=C72 sy €0

mo se deduce facilmente.

Por otro lado, el tridnqulo C'E'D' es isdsceles, por lo
que el vértice C' pertenece a la mediatriz de la base D'E'. E)

resto de la construccidn no ofrece dificultad.

BI
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n).- Recténgulo. Datos: 11+12+13 y d. Fig. 45.

Si se supone el rectingulo A'B'C'D' la solucidén, el -—-
tridngulo B'E'D' se puede construir, por ser conocidos sus la-
dos B'D'=d! y B'E‘=11+1;+l;=1;+21; (1;=l;), asi como el angu-
lo E', que puede trazarse mediante un segmento cualquiera ETF!

y el ortogonal a 81 F'G'=E'F'/2,

Construido el tridngulo BED, por este {iltimo vértice se

traza la altura y se obtiene el vértice C . El resto no ofrece

dificultad. F/‘g.1/5'

7.- METODO DE LAS RELACIONES GEOMETRICAS.

Este nétodo es anilogo al del mismo nombre utilizado para la construccién de triangulos, es decir,
cuando en la construccidén de un cuadrildtero no se pueden localizar los triingulos auxiliares a que se re-
fiere el método descrito en el anterior punto 6, se deben aplicar lugares geométricos o propiedades geomé-

. . 14 s ..z .
tricas que relacionan los datos, para asi facilitar la construccién pedida,

Seguidamente se subdividen estos casos en correlacién con la clasificacién de los lugares geométri-

cos y propiedades geométricas expuestas hasta aqui.

7.1.- Lugares y propiedades no pertenecientes a la geometria del cuadrilétero.

Como indica el titulo de este apartado, en estos casos se han de aplicar aquellos lugares geomé-
tricos y/o propiedades geométricas que afectan a los datos y no pertenecen a la geometria de los- cuadri

lateros. A continuacién, se exponen los tres siguientes ejemplos:

a).- Trapezoide. Datos: dl' dz, ol y R. Fig 46.

Se traza la circunferencia circunscrita 0 y se sitla en
ella, en cualquier posicién, una de las diagonales —en la figu
ra AC=d1~. A continuaciéh, también en cualquier posicién, se -
situa CE=d2 y, como la circunferencia tangente a esta cuerda -
lo es también respecto a la diagonal BD=d2, se traza la segun-

da diagonal en la direccidn conocida.

Hay dos soluciones -ambas representadas en la figura-,
pues, también son dos las tangentes a una circunferencia, para

lelas a una direccidén dada.

Fr9.46



b).- Trapezoide, conocidos sus &ngulos y diagonales. Fig. 47.

Se supone que ABCD es la solucién y se traza por uno de
sus vértices, el A en  la figura, la tangente al arco capaz de
ese angulo interior, visto bajo la diagonal BD. La circunferen
cia a que pertenece el arco capaz corta a los lados BC y CD o,
como en la figura, a sus prolongaciones, en los puntos G y H,

respectivamente. Como puede observarse, se cumplen las igualda
dades de los angulos IAG=B y JAH=D, pues, los dos primeros --

abarcan el arco ADG y los segundos el arco ABH.

El vértice C pertenece al arco capaz de este 4ngulo in-
terior, visto bajo el segmento GH, y se encuentra a una distan

cia de A igual a la diagonal AC=d1.

Por lo anterior, la construccién grafica es como sigue:
sobre un segmento EF=d2, en cualquier posicién, se traza el ar
co capaz del 4ngulo A, que se prolonga hasta completar la cir-

cunferencia y se traza la tangente en un punto A cualquiera de
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Fig, 47

ella; en la figura se ha trazado ortogonal a EF. A continuacidn, se trazan los dngulos T1AG=B y JAH=D, sobre

la tangente y con vértice en A, para asi obtener los puntos G y H. Sobre el segmento GH se traza el arco ca

paz del &ngulo C y con centro en A y radio AC=dl se traza un arco que cortard al capaz anterior en C y

11

vértices de las dos posiciones ABCD y ABIC D, del cuadrilatero solucién.

1

c}.- Recténgulo., Datos: 2p y 11/12=m/n. Fig. 48,

Se construye un tridngulo rectingulo isésceles AEF, de
catetos el semiperimetro del recténgulo solucién, en el que se
cumple que los puntos de la hipotenusa tienen por suma.de sus

1
coordenadas, el valor de el.

A continuacién; se traza la recta r lugar geométrico
de los puntos cuya razdn de distancias a los catetos es m/n; -
para ello)se sitdia un punto cualquiera P de coordena-
das x=k.m e y=k.n. El punto C,de interseccién de la recta

r y la hipotenusa EF, determina el rectangulo solucién ABCD.

En la representacién b), se ha solucionado de otra for

ma la construccidon del mismo recténgulo.

Efectivamente, como P=11+12 y 11/12=m/n, la solucién se

reduce a determinar el punto B de la terna {BAE)=n/n, es decir,

BA/BE=m/n; trazado grafico que es conocido.

Hallado el vértice B, el problema queda reducido a cons--

truir el recténgulo, conocidos sus ladoes.

g
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7.2.- Propiedades generales mis importantes.

Como aplicacién de las propiedades generales de los cuadrildteros, resefiadas en este estudie, se expo

ne la construccidén de un cuadrildtero, al menos, a titulo de ejemplo.

a).- Trapezoide inscriptible, conocidos sus lados. Fig. 49.

Si se supone que ABCD es la solucidn, se traza el 4ngulo BCE, igual al ACD y, en consecuencia son -

semejantes los triingulos ACD y BCE, pues, por ser suplementarios los angulos B y D, el 4ngulo CBE es igual

BE
al D. De esta semejanza se deduce que BC _ BE, es decir, EZ_ —__ 1 de donde se desprende que BE es cuar-
. cD AD 13 14
to proprocional de 12, 13 y 14. _£?§,¢20x;/ﬂzr
. . . W 9
Asimismo, de la citada semejanza se tiene que :
o
CE _ CB ; esto es CE_L2 K| , es decir, el punto C per-
CA ~ TD CA i
tenece a la circunferencia lugar geométrico de los puntos [1—*££—a;I P
3
cuya razdén de distancias a los A y E es una constante -- — ——

K= &/13= n/n {punto 3.2 de "Construccién de Tridnguloes.)

Por todo ello, la construccion grafica es lasiguien
te: Sobre una recta se situa AB=11 y se halla BE (figura -
auxiliar); en segundo lugar se hallan los puntos X y X', -
que separan arménicamente a A y , es decir, (XX'AE)= -1,
de razones simples XA/XE=-n/n y X'A/X'E=n/n, y mh=5/13;--
después, el vértice C estd sobre la circunferencia de didme
tro XX', a una distancia 12 de B. Finalmente, el cuarto —-
vértice D se obtiene al construir el tridngulo ACD, del —-
que se conocen sus tres lados, o si se prefiere, al trazar

la circunferencia circunscrita por les vértices A, B y C.

b).-Trapezoide circunscriptible. Datos: 1y, 13, Ay C. Fig. 50,

Si se supone conocida la respuesta ABCD, se trazan
los simétricos BA' y A'D' de BA y AD, respectivamente, con
eje de simetria BIC, bisectriz del &ngulo interior B, pues,

como-es. sabido, BT1=BTZ.

El tridngulo A'CE puede construirse, al ser conoci-
do el lado A‘C=12—11 y los dos 4ngulos que con &1 se for-
man : C y A'=180°-A, por ser A iﬁ<+f

Por tanto, la construccidn del trapezoide solucidn

ABCD se realiza, en este caso, de la siguiente forma: se -

construye el tridngulo A'CE y se traza su circunferencia -

exinscrita Ic, tangente al lado A'E, opuesto al wértice C.

El resto del trazade grafico no ofrece dificultad.



c¢).- Trapecio isésceles. Datos: 2p y o . Fig. 5l.

En todo cuadrilatero circunscriptible a una circun-
ferencia, se cumple que son iguales las suma de cada par
de lados opuestos, es decir, 11+13=12+14. Por esto, —
11+13=p y como en este caso 11=13, se deduce que 211=p,

o lo que es lo mismo 11=p/2.

Por ello, se traza la circunferencia inscrita con -
el valor del radiolp y dos tangentes paralelas, soporte -
de las bases l2 y lh’ desconocidas. Con centro en un pun-
to cualquiera P, de una de ellas, con radio 11=p/2, se -
traza un arco que corta a la otra tangente en dos puntos
Q y R. La tangente paralela a P) es el lado AB=11; el —-
lado CD es simétrico del anterior, respecto del eje TZTh'
La tangente paralela a PR da lugar al mismo trapecio gira

do 1802 alrededor de la base media.

d).- Tapezoide. Datos: 11, 13, dl' d2 y NQ (segmento que

une los puntos medios de 12 y 14). Fig. 52.

Sabido es que los puntos medios de los lados de un
cuadrilatero, son vértices de un paralelogramo de lados -
la magnitud de las semidiagonales, a las que son parale--
los. Por tanto, conocidos N§, dl y d2, se construye el pa

ralelogramo MNPQ.

Por otra parte, con centro en M y P, respectivamen-
te, se trazan las circunferencias de diametros 11 y 13, -
de las que son didmetros los lados AB y CD. Para hallar -
estos vértices, se traslada una de las circunferencias, -
en la figura la de centro M, de forma que MN=NM', para --
asi obtener el vértice C y, en consecuencia, al unir este
Gitimo punto con N, hallar el lado BC, cumpliéndose que -

BN=NC, pues, son simétricos los tridngulos NBM y NCM'.

Existe una sequnda posicidn AIBICIDI

ro solucidn, al considerar el otro punto de interseccidn

del cuadrilate

de las circunferencias de centros P y M', el vértice Cl'
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e).- Trapezoide, Datos:o{,dj, dy, B y D. Fig. 53.

Como indica el dltimo parrafo de 2.2., Fig 10, se
construye el paralelogramo AA'C'C, cuyos lados tienen por
magnitud las diagonales y forman el dngulo o de éstas, es
decir, se traslada una de las diagonales -la AC, bajo la
cual se ven los 4ngulos B y D- en la direccién y magnitud

de la otra .

A continuacion, sobre la diagonal AC, se construye
el arco capaz del 4ngulo B y sobre A'C', la homdloga en
la traslacién, el arco capaz del D. La interseccién de -
estos arcos es el vértice B y. también el punto D!, que

es el trasladado del D.

finalmente, se realiza la traslacién inversa para
obtener el vértice D. Los arcos capaces se cortan en —-
dos puntes normalmente, por lo cual hay una sequnda so-

lucidn ABICDI’ de linea de trazos en la figura.
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Cuando son datos dos éngulosvconsecutivos, en vez de opuestos, por ejemplo A y B, se procede anédloga

mente; en este caso, el segundo arco capaz serd el correspondiente al angulo A

to AAY,

f).- Trapezoide. Datos: A, C y M-N-P {puntos medios de los lades 11, 12 y 13). Fig. 54,

Como se expone en el punto 2.3, Fig. 11, los puntos
medios £ y F de las diagonales y los M, N, P y § de lﬁs -
lados, forman los paralelogramos MEPF y NEQF, cuyos lados
son paralelos a los respectivos del trapezoide y de valor,
mitad que éstos. En consecuencia, AMFQ y NCPF son parale-
logramos, como puede observarse en la citada Fig. 11, por

lo cual el &ngulo MFQ=A y el NFP=C.

Por ello, se completa el trazado del paralelogramo
MNPQ y sobre sus lados MQ y NP se construyen los arcos ca
paces de los angulos A y C, respectivamente. El punto F -
es interseccién de ambos arcos, por lo cual F§ y FM son -

paralelos respectivos a 11 y 1, asi como FN y FP lo son

A
a 13 y lz.Finalmente, por los puntos M, N, Py Q se tra--
zan las correspondientes rectas soportes de los ladoes, cu
yas intersecciones proporcionan el trapezoide solucién --

ABCO.

y se traza bajo el segmen-



g).- Trapezoide. Datos: 1,, 1,, 13, Dy A= 90°, fig. 55

En todo cuadrilitero con las diagonales perpendicu-

2 2 .
lares se cumple: 1f+1§ = 12+1i =m ; por tanto, mediante
los triingulos recténgules de la figura auxiliar, se de--

termina 1 .
ermina 1,

Para trazar el cuadrildtero solucién se construye -
el trigngulo ACD, del que se conocen dos lados y el angu-
lo que forman.Después,se construye el ABC, del cual se co

nocen sus lados.

7.3.- Propiedades Particulares.

Como aplicacién de las propiedades particulares de
los cuadrilédteros, expuestas en el punto 3, se solucio--
nan los ejemplos sigquientes de construccidén de trapezoi-

des, trapecios y paralelogramos.

a).- Trapezoide bi-isésceles. Datos: €, M y NP {puntos -

nedios de los lados 11, 12 y 13). Fig. 56.

Los puntos medios de este cuadrildtero son vértices
de un rectingulo. Por tanto, se construye el rectangulo -
de lados MN=PQ y NP=QM, y sobre el lado NP se traza el --
arco capaz del 4ngulo C, vértice que se halla facilmente,

por ser isésceles el tridngulo NCP.

Se unen P y N con C, y los vértices B y D se deter-
minan mediantes los segmentos NB=CN y PD=CP. El vértice
A es interseccidn de las rectas BM y D@

b).- Trapecio rectingulo. Datos: d d2 y Gl {segmento de

17

la base media interceptado por las diagonales). Fig. 57.

En todo trapecio, GH tiene por valor la semidiferen
cia de las bases, propiedad c) de 3.2.1. Si se observa la
repreentacidn a) de la Fig. 14, se deduce que el triingu-
1o AEC se puede construir, por conocerse sus lados: AE:dZ,
AC=d1 y EC=2€ﬂ=12—14. El vértice B estd en la recta EC y
en la perpendicular por A. Determinando lh’ se lleva -~

AD=BE-=1, .
£ 14
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c).- Trapecio, conocidos los @ngulos y las diagonales. Fig. 58.

Por. la propiedad particular de los trapecios expues
ta en la letra d) de 3.2.1, se traza sobre un segmento --
cualquiera BIC los &ngulos B y C, para asi obtener el --

tridngulo EB _C. Después se traza su mediana EN4y se obtie

i
nen los puntos X y X! de las razones simples 'siguientes:
= t I = 3 .
XBI/XC dZ/dl y X BI/X c dZ/dl' es decir, que
(XX'BIC)= -1.El punto O1 pertenece a la circunferencia de

diémetro XX' y a la recta ENy,dnico de ésta recta que cum

ple la relacién 0181/01C=d2/d1.

Trazado el trapecio AIBICDI' senejante al trapecio

solucién ABCD, se prolonga CAI hasta que CA=d1. El resto

de la construccidn no tiene dificultad alguna.

d).- Romboide. Datos: d, d, y B. Fig. 59.

En estos cuadriliteros, las paralelas medias son --

diagonales del romboide MNPQ, de vértices los puntos me—-

dios de los lados del ABCD. Por ello, se puede construir
el tridngulo MNO de la figura, pues, se conoce MN=dl/2,
la mediana E0=NP/2=d2/4 y el sngulo «'=B., Como las -

diagonales de los paralelogramos se cortan en el punto -

nedio, se traza el romboide MNPQ al considerar OP=0M y --

0Q=0N.

Ademds, en este caso, las diagonales de MNPQ, son -
las paralelas medias del romboide solucién. Por lo cual,
por los puntos M, N, P y Q se trazan las correspondientes

paralelas a MP y NQ, para asi obtener ABCD.

e).- Cuadrado. Datos: l+d. Fig. 60.

Como los cuadrados son semejantes entre si, se cons
truye un cuadrado cualquiera A'B'C'D' y a su diagonal se

le suma el lado, es decir, BE'=BD'+D'C'=d'+1l', De esta —-

forma se obtiene el tridngulo BC'E', al cual serd semejan

te el homélogo de otro cuadrado cualquiera.

Por ello, se traza BE=d+l y EC paralelo. al lado —-
E'C', para obtener el tridngulo semejante BCE; su lado BC

es el del cuadrado solucién.
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f).- Rombo, conocidas las rectas paralelas a y b, soportes de dos lados opuestes, y los puntos R y S, por

los que. pasan.los otros dos. Fig. 61.

Como expone la propiedad c), del apartado &, del —-
punto 3.3, son iguales las distancias entre cada par de -
lados paralelos. Por ello, con RS como hipotenusa y ST=h
como cateto, se construye el tridngulo rectdngulo RTS, -~- £
con lo cual se hallan las rectas r y s, soporte de los —-

otros dos lados.

La interseccién de los pares de rectas a-b y r-s, -

son los vértices del rombo sclucidn.




REGULARES E IRREGULARES
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1.- GENERALIDADES.

-Lados: EE, EE, EE, ....EK

-Angulos interiores: 0 simplemente 4ngulos del poligo
no A, B, €, D, ....... F

~-Angulos exteriores: Los formados por cada lado y la

prolongacidén de uno contiguo. Estos A&ngulos son suple
mentarios de sus correspondientes interiores.
-Diagonales: El segmento que une dos vértices no con

secutivos.,

interior

exterior

HEXAGONO CONVEXO

El ndmero de diagonales que se pueden trazar desde un

vértice es igual al nimero de lados menos tresJ

2.- DENOMINACION.

El nimero de lados de un poligono es igual al

de sus vértices y angulos, y atendiendo a é1 han reci

bido los nombres especiales que se dan en el cuadro -

adjunto.

Los demds poligonos carecen de nombre especial

y se denominan de trece, catorce, etc., lados.

ﬁ;g:. Nombre. gidg:. Nembre.
3 Tridngulo 9 Enedgono
4 Cuadrilétero 10 Decagono
5 Pentagono 11 Endecigono
6 Hexigono 12 Dodecagono
7 Heptégono 15 Pentadecagono
8 Octdgono 20 Icoségono

3.- CLASIFICACION.

-Equilateros: Todos sus lados son iguales.

-fquiangulos: Todos sus &ngulos interiores y, en consecuencia, sus dngulos exteriores son iguales.

-Regulares: Los que son equiliteros y equiingulos. Estos poligonos son incriptibles y circunscriptibles a

una circunferencia.

~-Irregulares: No son equildteros o equidngules, o ni lo uno ni lo otro.

~-Convexos: El poligono se halla contenido por entero
en un semiplano de los dos en gque divide al plano la
recta de cada uno de sus lados.
-Céncavos: Al menos una recta de un lado divide al po
ligono en dos partes.

Si lo anterior sucede para todas las rectas de

los lados, el poligono se denomina ESTRELLADO.

J4.~ SUMA DE DOS ANGULOS INTERIORES.

Es igual a tantas veces dos rectos como lados

tiene menos dos.

~ ~

Siendo n el ndmero de lados:lA +B +C +,..=180%(n-2)

Pues, el poligono se descompone en {n-2) triingulos,

cuyos lados son diagonales y lados del poligone.

F

CONCAYO

(9]

8

ESTRELLADC




1.- CONSTRUCCION DE POLIGONOS IRREGULARES.

La construccion de los poligonos irregulares estd basada en su descomposicién en triangulos, cuadri

lateros, o tridngulos y cuadrildteros, y la ordenada construccion de éstos. F
(3
ksi en la figura 1 se ha descompuesto el hexagono irregular en
cuatro tridngulos de lados las diagonales y lados del poligono. A C
£n la fig. 2 se ha descompuesto en el recténgulo CDEF y el trapecio
£BFE. b A
P . ea Fig !
For Oltimo, en la fig. 3 se ha descompuesto en los cuadriléteros -- o
(3
DEFM y ABCN, y en los tridngulos recténgulos AMF y CND.
£n los tres casos, construyendo los tridngulos y cuadriliteros en - A
sy posicidén relativa se obtiene el poligono irregular.
P , C
Por consiguiente, se puede establecer que: 8 F
Fig. 2
R - 4 3 . F
Para construir un poligono irregular se descempone en trian
gulos, cuadriléteros o teigngulos y cuadrildtercs, que se - £
construyen ordenadzmente,en la nisma pesicidén relativa que
ocupan en el poligono irregular. A ; N
M 2 D
2.- CONSTRUCCION DE POLIGONOS  REGULARES CONVEXOS.
B C
Para construir estos poligonos es necesario conocer solamente un dato. Fig. 3

que en la generalidad de los casos es el radio de la circunferencia circunscrita, ¢ inscrita, o el lado del
poligono.

En esFos casos existe un método GENERAL que resuelve la construccidn del poligono regular, cualquie

re que sea el nimero n de lados del mismo, y un método FARTICULAR para algunos poligonos.

DATOS. KETODOS. APLICACIONES Y  OBSERVACIONES.

GENERAL. A todo poligono regular convexo.
{Es un método laborioso)

£l radio de la cir-

cunferencia circuns Es mis simple que el método general, y van a expcrerse para
rita o inscrita. las siguientes series de poligonos:
) - 3,6, 12, 26, ........ lados
4 .
FARTICULARES 14 g, 16, 32, ...v.... "
= 5,10,20, 40, -eeunn.. u
-15, 30, 60,120, ........ "

A tode poligano regular cenvexo.

GINERAL. Estd becado en la serejanza de los poligonos regulares del
mismo nimero de lados.

{fs un método laboricso)

£l lado del poligono

Es mas simple que el gereral.
Teniendo en cuenta el rivel del curso, van a exponerse los
EARTICULARES. correspondientes a:

PENTAGONO
HEXAGOKNO

HE?TA RNO
It

1

L B




2.1.- ESDATO EL RADIO LA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA O INSCRITA.
METOD0 GENERAL

Se divide un didmetro cualquiera, en la fig 4
el AK, en n/2 partes iguales (n= n? de lados del po-
ligono). Con centros en A y M y radio el didmetro de Q

la circunferencia se trazan dos arcos que se corta—-

ran en P y Q, uniendo estos puntos con las divisiones
1,2,3,... se dividird a la circunferencia en n partes
iguales, o lo que es igual, se habrin obtenido los -
vértices del poligono, un heptigono en la figura.
Fig 4
Aunque todos los lados son iguales, es convemniente unir P y § con todas las divisiones 1,2,3,...,

ton objeto de no acumular errores grificos que,sin duda,se producirian al llevar el lado del poligono —-

(n-1)} veces sobre la circunferencia.

Si la cirunferencia conocida fuera la inscrita,
fig.5 el problema se resuelve exactamente igual, sélo
que las divisiones A', B!, C' D'..,. en vez de ser —-
vértices del poligono son los puntes de tangencia de Q' P’

los correspondientes lados del poligono.

METODOS PARTICULARES

Poligonos regulares convexos de 3, 6, 12, .... lados

Fig 5
£l lado ls'del hexagono regular convexo es igual al radio de la circunferencia circunscrita a €1,
pues’el hexdgono se descompone en seis triangulos equiléteros iguales: AOF, EOD, ....BOA, fig.6
En vez de llevar el radio seis veces consecu- bz
tivas sobre la circunferencia, lo cual produciria --
siempre una acumulacién de errores, se traza un dia-

metro cualquiera, en la figura el D, y haciendo cen

se trazan dos arcos que determinan,en su interseccidn

con la circunferenciallos otro cuatro vértices del -

B
tro en sus extremos con radio el de la circunscrita ‘
C

poligono.

El tridngulo equildtero se obtiene uniendo -

tres vértices no consecutivos, por ejemplo el ACE en la figura. D
El dodecagono regular inscrito en la misma circunferencia, se obtiene hallando las bisectrices de
tres &ngulos centrales consecutivos del hex&gono, o lo que es igual, trazando las mediatrices de tres la-
dos consecutivos., En la figura, con el fin de que esta resulte mis clara, solamente se han trazado les cua
tro lados que determina la recta GI. El poligono regular convexo de veinticuatro lados se obtendri trazan-
do las bisectrices de seis &ngulos centrales consecutivos del dodecdgono y,asi sucesivamente,los restantes

de la serie.



Poligonos regulares convexos de &, 8, 16, .... lados.

€] cuadrado inscrito se obtiene trazando dos

didmetros perpendiculares entre sf, fig. 7.

Trazando las bisectrices de sus angulos cen-

trales, que seran paralelas a los lados del cuadrado,

se obtiene el octégono.

Los poligones regulares de 16, 32, ... etc. 13

dos se obtendrdn por bisefccién de los respectivos an

gulos centrales.

Poligonos regulares convexos de 5, 10, 20, .... lados Fig. 7

En 12 fig.8 se ha construido el tiringulo isdsceles OAB, que es uno de los diez tridngulos isés
celes, iguales entre si, que componen un decigono regular convexo de lado l10 = AB e inscrito en una -

circunferencia de radio R=AD. El Zngulo 0 es 360/10 =36° y A=8B=<=72¢

Trazando BN = AB= 110, el tridngulo OAB se —-
descompone en dos triingulos isésceles también: el BNA
y el KBO, en este BN = ON = 110, ya que son iguales -
los &ngulos NOB y NBO, de valor 36°.

Los tridngulos BNA y OAB son semejantes, pues, 0 N A
tienen sus &ngulos iguales. Por ello, se puede estable
cer que AB _ OA ; pero, AB = 110' 0A =R y "J_A=EK—O—N=R—110 Fig. &8
NA  AB o P 7 3
Sustituyendo estos valores se obtiene que—— = % de donde se deduce que{l = R(R-1_ Y, expresién
R-¢), o 10 10

del segmento alereo de R.

El lado del decdgono regular convexo es segmento aiireo del radio de la circunferencia cir
cunscrita al poligono.

Como consecuencia de lo anterior, en la fig.9
se ha obtenido AK: segmento aireo del radio OA, y la-
do del decagono regular convexo inscrito en la circun
ferencia 0.

El lado del pentigono regular inscrito en la

. . . . s fi@7~ 3 » 0 ‘
nisma circunferencia eg BC = LS' pues los vértices ~ '
de este poligono son cinco no cosecutivos del decigono.
Mas ficilmente se puede obtener 110, haciendo

centro en 01, f1g.10ly radio QA, pues,realmente OAI- 110

es resultado de girar AM. También se puede demostrar en

esta misma construccién que AA1 - 15. pudiendo definir que:

ls

m~

El lado de un pentigono regular es hipotenusa de Lip

Fig. 10 A,

un tridngulo rectingulo que tiene por catetos el

radio de la circunferencia circunscrita a €1 y el

lado del decdgono reqular,inscrito también en ella c




Poligonos regulares. convexos de 15, 30, ... lados.

El 4ngulo central de un pentadecdgono regular
convexo es de 360°/15 = 24°. Este &ngulo puede cons--
truirse, pues, 249 = 60°-36%; valores de los &ngulos
centrales del hexégono y“decégbno regulares convexos,

respectivamente.

En la'fig. 11 se ha obtenido el lado 115 del -
- pentadecégono regular convexo, inscrito en la circun-

ferencia dada, llevando el lado AB=R del hexdgono —-

y BC=1,  del decdgono, regulares e inscritos en la -

10 .
misma circunferencia, La diferencia de sus &ngulos -

Fig N

centrales permite obtener KE_=.115

Dividiendo en dos, cuatro, etc., partes iguales el 4ngulo central del pentadecdgono, se obtendrén

.los poligonos regulares convexos de treinta, sesenta, etc., lados respectivamente.

2.2.—’ESVDAT0 EL LADO DEL POLIGONO REGULAR CONVEXO.
METODO GENERAL

Se basa en que :

Los poligonos regulares convexos del mismo nimero de lados son semejantes.

Por- lo anterior, son semejénteé los tridngulos isbsceles que tienen-por base un lado del poligoné
y el tercer vértice es el centro del mismo; en la.fig.12 los trisdngulos OA'B' y OAB.

‘Segdin ésto Gltimo, para construir un poligono C
reqular convéxo conocido-su lado; se tréza una cip—-
cunferencia de un radio cualquiera y se divide en tan

tas partes iguales como lados tiene el poligono solu- ) (r}

tién. En la figura, A'B' es.la séptima parte de la - (0] 36%%
Al

circunferencia, pues, se pretehdeAconstrQir un hepta=~
gono regular.

Como se ha indicado anteriormente, el tidngulo
DA'B! es semejante al OAB del poligono solucidn. De -
este triéﬂgulo se conoce AB-=—17 Y, ademés, que AR F ’ F@?vfz
y AB serén paralelos;'por esto, eée%unta cualquiera de OA' o de 0B', se traza W = 17 y paralelo a A'B',
que después se traslada hésta ocupar su_posicién 2B, determinando asi OA = OB que es el radio de la cir-

cunferencia circunsrita al poligono solucidn, cuyos vértices se obtienen, también por semejanza, a par—-

tir de los C', D! ....G{, del heptigono cualgquiera que en principio se dibujé.



METODOS PARTICULARES

La construccién de algunos poligonos regulares convexos, coocido su lado, se puede realizar por un
rétodo particular, lo que es preferido por ser siempre menos laborioso que el método general anteriormente
expuesto.

Estos métodos particulares pueden ser sblo.aplicables a un poligono de un niimero concreto de lados

o, por el contrario, ser aplicables a una serie de poligonos con distinto niimeroc de lados.

A continuacién, se expone el fundamento del método que es vilidos para los:

Poligonos con niimero par de lados. En general, se pretende hallar la circunferencia circunscrita -

al poligono solucién, que en este caso se obtiene aplicando la sigquiente propiedad geométrica.

El centro de la circunferencia circunscrita a un poligono regular convexo de
lade 1 y nlimero par de lados n, estd en la circunferencia circunscrita al po-

ligono regular convexo de lado 1 y nimero de lados n/2.

Se van a exponer sequidamente las construcciones de los poligonos regulares convexos de cinco, —-
seis, ocho, diez y doce lados, omitiendo las del tridngulo equildtero y el cuadrado por haber sido expues

tas en los temas anteriores.

Péntagono reqular.

fn la fig. 13 se observa que la construccion -

del pentégono queda reducida a la construccién de los

triangulos isésceles ACD, ABC y ADE. De estos tridngu

los se conocen los tres lados, pues, se sabe que:

El lado de un .pentagono regular convexo es segmento

afireo del lado del pentigono regqular estrellado que

tiene los mismos vértices que el primero, o lo que

es igual, de la diagonal del convexo. - Fig 13
Seglin lo anterior, en la fig. 14 se ha determi
— ) A

nado el segmento CM= d= 1'5 del que es alireo el lado
CD:IS dado.

Depués se ha construido el triingulo isésceles £

B
ACD que tiene por lados 15 y lg ; sobre AC y AD se
han construido los tridngulos isésceles ABC y ADE, —- 0 M
respectivamente. ) dt\s
c {5 D



HEXAGONO REGULAR.,

Como ya es sabido, el lado de un hexégono regu
lar es igual al radio de la circunferencia circunscri
ta a €1, por lo que al ser dato el primero se puede -

trazar ésta y en ella inscribir el hexégono solucién.

En la fig. 15 se ha construido un tridngule -

equilatero de lado al del hexigono, obteniendo asi el
centro 0 de la circunferencia circunscrita al poligo-
no. Fig 15

Se comprueba asi lo dicho anteriormente para los poligonos regulares convexos de niimero par de
lados; esto es, que construido el trifngulo equildtero de lado el del hex&gono solucidn, el centro O de

la cricunferencia circunscrita a éste estd en la circunferencia circunscrita al tridngulo.

OCTOGONO REGULAR.

€omo el nimero de lados es par, se construye el
cuadrado ABMN con el lado AB= 18’ fig.16. En la media-
triz de AB se halla el centro 0 de la circunferencia -
circunscrita al octégono solucibn.

Esta circunferencia, también puede‘obteﬁerse -

trazando un lado contiguo alAB, el &ngulo exterior de

este poligono es de 45°, ya que pasard por los tres -~

vértices H, A y B.

El centro O ailin puede obtenerse por otro método fﬁ@; 16
més, que se puede aplicar en bastantes poligonos, pues, se encuentran en el arco capaz de 45°, valor del
angulo central AOB, visto bajo el lado del octdgono AB. Este arco capaz coincide con la circunferencia

circunscrita al cuadrado ABHN.

Los restantes vértices del octdgono se obtienen prolongando OA y OB y, trazando por 0 las rectas

perpendiculares a las anteriores.

DECAGONO REGULAR.

El centro C de la circunferencia circunscrita
al decadgono solucién, se obtiene construyendo el pen
tagono regular convexo ABMON de lado el dato Kﬁ:llo,
por ser par su niinero de lades. Fig. 17.

Prolongando los lados BM, MO, NO, y NA, asi co
mo también las diagonales, se obtienen los vértices del
decdgono..

£l radio de la circunferencia circunscrita al

decigono solucidn, se puede obtener también hallando el

segmento del cual 110 es alreo, pues,ésta relacidn se ha expuesto anteriormente. Ahora bien, obsérvese que

esa misma construccién hay que realizarla para trazar el pentigono ABMON, aunque realmente puede omitirse

el .trazado de este poligono dividiendo la circunferencia de centro 0 en diez partes iguales.



Dodecfqgono regular.

Pr ser tanbiékﬁf{ nimero de sus lados, en la
circunferencia circunscrita a un hekigono regular con
vexo de lado el del dodecigono, se encuentra el cen-
tro 0 de la circunferencia circunscrita a este poli-

gono.
En la fig. 18 se ha omitido el trazado del -

hexigono, habiéndose dibujado el triangulo equilate-

; el punto O es centro del he

ro ABO, de lado AB=112 .

xagono y de la circunferencia circunscrita a este. Es

ta circunferencia es, también, arco capaz del &ngulo central AOB, de valor 30°, visto bajo el segmento AB.
La circunferencia circunscrita al dodecégon?golucién, también puede obtenerse trazando una lado co

tiquo al AB, el 4ngulo exterior de este poligono regular es de 302, ya que pasard por los tres vértices —

L, Ay B.

3.- CONSTRUCCION DE POLIGONOS REGULARES. ESTRELLADOS.

Al igual que en los convexos, para su construccidn es necesario concocer un s6lo dato. También, -

como en aguellos, este dato puede ser el radio de la circunferencia circunscrita o el lado del peligono

DATOS. METODOS. APLICACIONES Y OBSERVACIONES.
) . A todos los poligonos.
1 f -
E. ra?lo de 1? c1rc?n er?n GENERAL No existen, ni son necesarios, métodos
cia circunscrita o inscrita : .
, ’ particulares.

A todos los poligonos.

Esti basado en la semejanza de los poli
gonos regulares estrellados de igual nd
mero de ladoes

GENERAL

El lado del poligono.
Son menos laboriosos que el general y -

se van a exponer los correspendientes a
los poligonos: -

PENTAGONO

0CTOGONO

DECAGONO

DODECAGONO

PARTICULARES

3.1.- ES DATO EL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA.
Como la divisién de una circunferencia en n partes iguales es un.problema que se sabe resolver, -
bara la construccién de un poligono regular sélo falta conocer culntas de esas divisiones subtiende el la
do del poligono, es decir, lo que se llama paso p del mismo.
Si los puntos de divisidén se unen de uno en uno, —-
paso p=1, se obtiene el poligono regular convexo, como se -
observa en el enedgono de la fig. 19.
Cuando p=2 y n es par, facilmente se comprende que
se obtiene el poligono regular convexo de n/2 lados. Pero
sin es impar, fig. 19,no se cierra el poligono en la pri-
mera vuelta, sino en la segunda; se obtiene un estrellado

por cortarse sus lados entre si y, regular por tener sus

lados y angulos iguales.



En general, llamando & a cada arco de la circunfe-

rencia dividida en n partes iguales, la circunferencia --

completa serd n.«y, el arco que subtiende cada lado p.

Si py n son primos entre si, como sucede en la --
fig. 20 en la cual n=9 y p=4, p.« y n.o tienen por m.c.m.
el producto p.n.=(, lo que indica que el poligono se cerra
ré después de-recorres p veces la circunferencia. En la fi
gura se ha obtenido un enedgono regular estrellaﬂo, el de

mayor paso posible.

£n efecto, uniendo los vértices con paso p se obtie

ne el mismo poligono que utilizando el paso complementario FVg_ 20

n-p, de lo que se deduce que hay tantos poligonos regulares estrellados de n lados,como nimeros primos

con él haya hasta n/2, si n es par, y hasta n/2 por defecto si es impar A

Cuando p y n no son primos entre si, tendrin un —-
m.c.d., por ejemplo d, y entonces el m.c.m. de p.x y n.
serd pn o , es decir, que se regresard al punto de par-
tida después de recorrer p/d veces la circunferencia, o
bien, después de considerar n/d veces el arco p.od . En

este caso, se ha construido un poligono regular convexo

de n/d ladoes; en la fig. 21, n=9 y se ha considerado --

p=3, por lo que de acuerdo con lo anteriormente expuesto

se ha obtenido un tridngulo equilatero.

Fig. 21
CUADRO RESUMEN

RESUMEN :

Como género de un poligono se llama al nimero de

lados de que consta y especie al nimero de vueltas, -- GENERO. Nimeros primos ESPECIES
igual al paso p, que daria un punto que recorra su con—- (ne dg lad°s)52nn72,a5ta - (Pasos p)
torno hasta volver al punto de partida, se puede escri-- -= 12
bir que: 4 -~ 12
5 2 12 y 22
Si p es nimero primo con n y menor que la mitad de 6 - 12
éste, el poligano estrellado que resulta de unir - 7 2y3 12, 28 y 32
de p en p las divisiones, a partir de una de ellas, 8 3 12 y 32
serd de género n y especie p. 9 2y b 12, ZQIY 42
10 3 12 y 32
11 2,3,4,y 5 12,23 32 42 y 52
12 5 12 y 52
13 2,3,4,5,y6] 12,22 32 42 53 ¢ f2
14 JyS 12, 32 y 52
15 2, by 7 12, 22, 42 y 72
20 3, 7y9 12,32 72 y 92




10.

Advertencia.

En el cuadro resiimen se observa que los poligonos de tercero, cuarto y sexto género, sélo pue-
den ser de primera especie. Asi mismo, partiendo de un vértice de un poligono estrellado y recorriendo

todos sus lados se regresa nuevamente a este punto.

Sin embargo, es bastante frecuente caer en el error de considerar como poligono estrellado al
conjunto formado por dos poligonos del mismo género y primera especie, es decir convexos, girados uno
con respecto al otro la mitad de su &ngulo central. Como ejemplo, en la fig. 22 se han dibujado dos -
tridngulos equildteros que s6lo aparentemente parece un hexgono estrellade, y en la fig. 23. dos cua

drados dan la errdnea sensacidén de formar un octdgono estrellado.

A

A

F
Fig. 22

3.2. ES DATO EL LADO DEL POLIGONO REGULAR ESTRELLADO.

METODO GENERAL.

Al igual gque en los poligonos convexos, este método se basa en la semejanza :

Los poligonos regulares estrellados del mismo género y especie
son semejantes.

En la fig. 24 se ha construido un heptédgono re
gular estrellado de segunda especie, del que se conoce

X L
su lado 1 7°

Para realizar dicha construccidn se ha trazado
una circunferencia de radio cualquiera OA', que se ha
dividido en siete partes iguales y uniendo las divisio
nes At y €', dado que es de sequnda especie, fig.2, se

obtiene el tridngulo isésceles OA'C', que es semejante

al OAC del poligono solucidn, este tridngulo puede ser

Fig. 24

construido de igual forma que el 0AB de la fig. 12.
De este modo se ha obtenido el radio de la circunferencia circunscrita al heptégono, obteniendo

sus vértices al prolongar los radios, OA', 0B',...0G',de la circunferencia auxiliar.



METODOS PARTICULARES.

Péntagono regular de segunda especie.

Como ya se ha indicado anteriormente, el lado
15 de un pentigono regular convexo es segmento alreo -
del lado 1'5 de su estrellado.

Por lo anterior, se halla el segmento alreo -
de Ki=l‘5, dato del poligono, y con #B=1 como lado -

se construye el pentigono regular convexo ABCDE; unien

do sus vértices con p= 2 se obtiene el pentagono regu-

lar estrellado solucién. Fig. 25

Octégono regular de tercera especie. Fig. 25

El lado del octégono regular estrellado —p=3—lsubtiende tres de las ocho partes iguales en que
se halla dividida la circunferencia circunscrita al poligono; por tanto, su 4ngulo central serd de 1359.
Cada lado del poligono y el centro O del mismo forman un tridngulo isésceles de base el lado -~

1‘8 y angulo opuesto 135°. Este tridngulo puede cons--

F

G
KN
VA %4

28p 7

vas perpendiculares a esas rectas, se divide la circun- 8
ferencia en ocho partes iguales. ' -

truirse y, por tanto, trazar la circunferencia cir-

cunscrita al octégono,que dividida en ocho partes --

iguales y uniendo estas divisiones de tres en tres se

’

obtiene el poligono solucién.

£l triadngulo OAD, fig.26, se ha obtenido tra-

zando el arco capaz de 1359 visto bajo el segmento --

AD= 1'8. Prolongando OA y 0D y tranzado las respecti-

0Oq Fig. 26

También y,tal vez, aln mas facilmente, se pue-
de hallar la circunferencia circunscrita al poligono por este otro métode: Se puede observar que dos la-
dos concurrentes en un mismo vértice, por ejemplo el AD y AF, forman un &ngulo inscrito que abarca dos -
divisiones, es decir, 902, por lo cual ambos lados forman 45°; pues bien, se trazan éstos y se tendrén -

tres puntos de la circunferencia, los A,I)y f en este caso, que permiten ficilmente su trazado.

Decigono regular de tercera especie.

La geometria demuestra que:

El radio de la circunferencia circunscrita a un
decigono regular estrellado, es segmento alireo del
lado de éste.

fn la fig. 27 se han hallado Eﬁ:quue es afreo
del lado AD= 1'10 y ﬁﬁ:llo,aﬁreo a su vez de R. Traza
da la circunferencia circunscrita y dividida en diez -

partes iguales se traza el poligono solucién uniendo -

de tres en tres las divisiones.




12.

Dodecédgono regular de quinta especie.

El lado de este poligono estrellado, que es el dato, subtiende cinco divisiones iguales de las
doce en que se encuentra dividida la circunferencia circunscrita a é1, por lo que sus 4ngulos centra-—-

les seran de 150°.

J 1

VA

Por esto, el lado dado A= 1'12 es base de -

un triangulo isésceles ‘OAF, fig. 28,de 4ngulo opuesto
g. 28, g

a la base 150°. Este tridngulo se ha obtenido trazan-

L ¢
do el arco capaz de 150° visto bajo el segmento AF. -~ “"' ‘EV g
: L . - ~¢l"!l a <"l|'
Trazada la circunferencia circunscrita, se divide en - eV Uy AV
_ . PRI -
doce partes iguales y uniéndolas de cinco en cinco se »

obtiene el poligono solucién.

Teniendo en cuenta que el par de lados concu-
rrentes en cada vértice forman entre si 30°, ya que
abarcan dos divisiones, es decir, un angulo central -
de 60°, también se puede obtener la circunferencia
circunscrita, trazando un dngulo de 30° y llevando so-
bre sus lados una magnitud igual al lado dgl ‘dodecégo~
no estrellado. Efectivamente, en la figura se obtienen Fig 28

los puntos A, Hy F, por los que pasa la circunfrencia.

En general, la construccién de los poligonos regulares con
vexos y estrellados, cuando es dato el lado del poligono!
puede realizarse por un método particular comin a todos -
aquellos en los que puede trazarse de forma sencilla sus
angulos centrales. En estos casos, el centrc de la circun
ferenciakcircunscrita al poligono regular se obtiene so--
bre el arco capaz del angulo central visto bajo el lade -

del poligono.




13.
PREGUNTAS DE AUTOCONTROL.

12.- ;Qué relacién existe entre el lado de un decidgono regular de primera especie y el radio de la.

circunferencia circunscrita a é17.

92,. Decir en que relacién estdn los lados de-los pentdgonos regulares de primera y sequnda especie,

de vértices comunes.

32.- ;De qué poligono es lado el segmento diferencia entre el lado de un decigono regular estrellado

y el radio de la circunferencia circunscrita a é17.

42._ ;Cuil es el valor de los angulos interiores y centrales de los enedgonos regulares de todas las
A g y 9

especies posibles?.

52.- Idem de los poligonos regulares de dieciocho lades.

ACTIVIDADES RECOMENDADAS.

12.- Construir un pentigonc regular convexo de lado 15=25 nm.

22, ttilizando un método particular y el transportador de éngulos, construir los enedgonos regulares

de todas las especies posibles inscrites en una circunferencia de radio 30 mm.

32.- Idem sabiendo que los lados 19= 20, 1'g=35 y l"g =.60 mm., lo son de enedgonos de primera, segunda
y cuarta especie, respectivamente.

43__ Dibujar El:1 una chapa ranurada que tiene cuatro

a)

20~

dientes y cuatro canales, segln los datos que fi-

guran-en el croquis que se adjuntafa)

52, Dibujar a E1:1 la placa representada en el croquis b)
adjunto. No debe de utilizarse el transportador de

dngulos.
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