
Modelo LinealModelo Lineal
GeneralGeneral

Prof. Susana MartProf. Susana Martíín n 
FernFernáándezndez



ÍÍndicendice

IntroducciIntroduccióónn
Modelo Lineal GeneralModelo Lineal General
AnAnáálisis de la Varianzalisis de la Varianza
RegresiRegresióón Linealn Lineal



IntroducciIntroduccióónn

Un Un modelo linealmodelo lineal es una relacies una relacióón n 
entre variables matementre variables matemááticas ticas 
cuantitativas y/o cualitativas cuantitativas y/o cualitativas 
(explicativas) y un vector aleatorio (explicativas) y un vector aleatorio 
de interde interéés.s.



IntroducciIntroduccióónn
Planteamiento del problema

Elección de variables a medir

Obtención y depuración de datos

Planteamiento del modelo

Obtención de parámetros del modelo

Simplificación del modelo

Validación del Modelo

¿¿Es Es 
vváálido?lido?

NO
APLICACIÓN

SI



IntroducciIntroduccióónn
Métodos 

Estadísticos de 
Inferencia

Dada la V.A. X ¿Se conoce su Función de 
Distribución excepto un nº de parámetros?

Inferencia Paramétrica Inferencia no Paramétrica

µ=?, σ=?

f(x)=?

NOSI
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Sea              un vector aleatorio, sea A Sea              un vector aleatorio, sea A 
una matriz una matriz nxknxk / / k<nk<n de constantes de constantes 
conocidas  (valores de las variables conocidas  (valores de las variables 
explicativas), explicativas), i=1,..n; j=1,...,k. Yi=1,..n; j=1,...,k. Y sea   un sea   un 
vector vector desconocido de escalares, el de escalares, el 
vector                  sigue un modelo lineal vector                  sigue un modelo lineal 
si se puede escribir de la siguiente forma:si se puede escribir de la siguiente forma:

)X,...,X,X(=X n21

a ij

β

)X,...,X,X(=X n21

ε′β  +A =X

D
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Donde                  es un vector de Donde                  es un vector de 
variables aleatorias no variables aleatorias no mediblesmedibles y ademy ademáás s 
cumplen que                 (media cero).cumplen que                 (media cero).

Luego Luego otra definiciotra definicióónn de modelo lineal de modelo lineal 
serseríía la siguiente:a la siguiente:

Sea              un vector aleatorio, sea A Sea              un vector aleatorio, sea A 
una matriz una matriz nxknxk / / k<nk<n de constantes de constantes 
conocidas    conocidas    i=1,..n; j=1,...,k. Yi=1,..n; j=1,...,k. Y sea   un sea   un 
vector vector desconocido de escalares, el de escalares, el 
vector                  sigue un modelo lineal vector                  sigue un modelo lineal 
si cumple:si cumple:

D

),...,,(= n21 εεεε

0=]E[ iε

)X,...,X,X(=X n21

)X,...,X,X(=X n21

a ij β

A =E[X] ′β



Modelo Lineal GeneralModelo Lineal General

Modelo lineal de forma matricial:Modelo lineal de forma matricial:

D

),...,,( + 

a...aa

............

a...aa

a...aa

 ),...,,( =)X,...,X,X( n21

nk2k1k

n22212

n12111

k21n21 εεε





















βββ
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Por tanto:Por tanto:

......

...... D

εββ 11kk1111  +a +...+a =X
εββ 22kk2112  +a +...+a =X

εββ nnkkn11n  +a +...+a =X

ε i +aβ+ ...+aβ...+aβ =X ikkijji11i +
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¿¿QuQuéé representan estas expresiones?representan estas expresiones?

......

...... D

ε +aβ +...+aβ =X 11kk1111

εββ 22kk2112  +a +...+a =X

εββ nnkkn11n  +a +...+a =X

ε i +aβ+ ...+aβ...+aβ =X ikkijji11i +

Muestra de 
tamaño n 
de una 
variable X

Datos de las k variables 
numéricas o explicativas 
medidas en las n 
unidades muestrales
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EJEMPLO:EJEMPLO:

Queremos Queremos modelizarmodelizar los slos sóólidos en lidos en 
suspensisuspensióón (n (ss) de una depuradora en ) de una depuradora en 
funcifuncióón del caudal, n del caudal, Q, y del , y del pH.

Datos:Datos:

ssss=(376,364,360)=(376,364,360)

Q=(28.1, 28.9, 30.1)Q=(28.1, 28.9, 30.1)

pHpH=(7.75, 7.53, 7.9)=(7.75, 7.53, 7.9)

D
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EJEMPLOEJEMPLO

Por tanto n=3;Por tanto n=3;

El vector X es:El vector X es:

X=(XX=(X11, X, X22, X, X33)=(376,364,360))=(376,364,360)

K=2, hay 2 variables numK=2, hay 2 variables numééricasricas

Q=(28.1, 28.9, 30.1)Q=(28.1, 28.9, 30.1)

pHpH=(7.75, 7.53, 7.9)=(7.75, 7.53, 7.9)

D
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EJEMPLOEJEMPLO

El modelo de forma matricial:El modelo de forma matricial:

D

)ε,ε,(ε
aaa

aaa
)β,(β)X,X,(X 321

322212

312111
21321 +










=

)ε,ε,(ε
9.753.77.75
1.309.2828.1

)β,(β60)(376,364,3 32121 +







=

Caudal pH



Se Se asumeasume que las variables del vector      que las variables del vector      
cumplen:cumplen:

-- Son independientesSon independientes

-- Siguen un distribuciSiguen un distribucióón normaln normal

--Todas tienen la misma varianza Todas tienen la misma varianza σσ22

((homocedasticidadhomocedasticidad) .) .

-- (media cero). Condici(media cero). Condicióón que ya n que ya 
cumplcumplíían por definician por definicióónn..

Modelo Lineal GeneralModelo Lineal General

),...,,(= n21 εεεε

0=]E[ iε

Bajo estas condiciones se deduce que las variables del 
vector X=(X1, X2,..., Xn) siguen una distribución normal, 
son independientes y con varianza constante σ2 .
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Objetivo:Objetivo:

El objetivo es encontrar el “mejor” vector 
de estimadores de los parámetros: 

D

)β,...,β,β(=β k21

Consistente. Al aumentar el tamaño de la muestra el estimador converge en 
probabilidad en el parámetro estimado.

Invariante. Sea G un grupo de transformaciones que deja a las funciones de 
distribución {Fθ :θ∈Θ} invariantes. Un estimador U se dice que es invariante bajo 
G, si: U(g(x1), g(x2), ..., g(xn)) = U(x1, x2, ..., xn), ∀ g∈G.

Con varianza mínima. Se dice que U es el estimador de varianza mínima de un 
parámetro θ, si para cualquier otro estimador  Ui de dicho parámetro se cumple 
que:
var(U) < var(Ui)

Insesgado. E[U]=θ
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ObtenciObtencióón del vector de parn del vector de paráámetros metros ββ::

Para la estimación de los parámetros se 
pueden utilizar dos métodos:

Error cuadrático mínimo. 

D

( )( ) ∑ε=β−β−=εε 2
i''AX'AX'min

Método de máxima verosimilitud.

( )
( )

( ) 




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



β−−β−

σ
−

σπ
= ∑

=
σβ

2n

1i
ikk1i1i2nn1, a...ax

2
1exp

2

1x,...,xf



SimplificaciSimplificacióón del modelon del modelo--HipHipóótesis tesis 
lineal generallineal general
El modelo se simplificará si se puede 
aceptar que alguno de los coeficientes βi
es 0.
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0 =H:H0 ′β

)(0,0,...,0 = 

h...hh

............

h...hh

h...hh

 ),...,,(

rk2k1k

r22212

r12111

k21
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


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

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



βββ

Forma teórica 
y compleja de 
plantear la 
simplificación 
del modelo



TeoremaTeorema

Sea el modelo lineal    Sea el modelo lineal    

X=β A’+ε
donde donde A A es una matriz es una matriz nxknxk conocida y de rango conocida y de rango k<nk<n, sea , sea ββ un vector desconocido de un vector desconocido de 

escalares, y sea escalares, y sea εε=(=(εε11,,εε22,...,...εεnn) un vector de variables aleatorias no observables ) un vector de variables aleatorias no observables 

independientes de forma que todas ellas siguen una distribuciindependientes de forma que todas ellas siguen una distribucióón Normal N(0,n Normal N(0,σσ22). El ). El 

coeficiente obtenido por mcoeficiente obtenido por mááxima verosimilitud  xima verosimilitud  FF (estad(estadíístico) para contrastar la hipstico) para contrastar la hipóótesis tesis 

lineal Hlineal H00::ββHH’’=0 , donde =0 , donde HH es una matriz es una matriz rxkrxk con rango con rango r<=k,r<=k, harharáá que se rechace la que se rechace la 

hiphipóótesis nula para un nivel de significacitesis nula para un nivel de significacióón n αα si Fsi F≥≥FF00, donde , donde 

PPH0H0(F(F≥≥FF00), es decir la probabilidad de rechazar la hip), es decir la probabilidad de rechazar la hipóótesis nula cuando tesis nula cuando éésta es cierta en sta es cierta en 

la realidad es la realidad es αα. Y se demuestra que . Y se demuestra que FF es una variable aleatoria cuya expresies una variable aleatoria cuya expresióón es:n es:

Donde     es el estimador de mDonde     es el estimador de mááxima verosimilitud de xima verosimilitud de ββ y   es el estimador my   es el estimador mááximo ximo 

verosverosíímil bajo la hipmil bajo la hipóótesis nula.tesis nula.

La variable aleatoria La variable aleatoria [(n[(n--k)/k)/r]Fr]F tiene una distribucitiene una distribucióón Fn F--snedecorsnedecor concon ((r,nr,n--k) k) grados de grados de 

libertad bajo .libertad bajo .
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SimplificaciSimplificacióón del modelon del modelo

( )( ) ( )( )
( )( )'A'βXA'βX

'A'βXA'βX'A'βXA'βXF 00 ))
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