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ObjetivoObjetivo

Estudiar la influencia de 1 o mEstudiar la influencia de 1 o máás s 
factores en los valores de una factores en los valores de una 
variable aleatoria. variable aleatoria. 



ProcedimientoProcedimiento

Descomponer la variabilidad de un Descomponer la variabilidad de un 
experimento en componentes o experimento en componentes o 
factores  independientesfactores  independientes



MetodologMetodologííaa

1.1.RepresentaciRepresentacióón grn grááfica de los datos.fica de los datos.
2.2.Planteamiento del modelo.Planteamiento del modelo.
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetros.metros.
4.4.Contraste de si los factores influyen Contraste de si los factores influyen 
o no en la variable aleatoria. o no en la variable aleatoria. 
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuos.lisis de residuos.



AnAnáálisis de la lisis de la 
Varianza de un Varianza de un 

FactorFactor



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
1.1. RepresentaciRepresentacióón grn grááfica de los datos.fica de los datos.

EJ. Se tienen los datos históricos de los incendios forestales en la 
Comunidad de Madrid. Se quiere estudiar la influencia en la superficie 
quemada, del tipo de  día de la semana en el que se inicia el incendio. 
Tipo de día:

1- Festivo

2- Víspera de festivo

3-Laborable
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2. Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

Donde Donde 
XXijij es el jes el j--éésimosimo valor para el nivel i del valor para el nivel i del 

factor.factor.
µµii es el valor medio de la variable para es el valor medio de la variable para 

el nivel i del factor.el nivel i del factor.
εεijij es la perturbacies la perturbacióón aleatoria, variable n aleatoria, variable 

que se supone Normal, de varianza que se supone Normal, de varianza 
constante, media nula e constante, media nula e 
independiente.independiente.

k1,2,..., =i  ;n1,2,..., =j   ,ε + µ =X iijiij



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2. Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo
El modelo de forma matricial:El modelo de forma matricial:

Donde:Donde:

Es un vector aleatorio de Es un vector aleatorio de nn componentescomponentes

Es un vector de Es un vector de kk parparáámetros desconocidos.metros desconocidos.

AA’’=I=Inn

Es un vector aleatorio que recoge el error de mediciEs un vector aleatorio que recoge el error de medicióón de la n de la 
variable variable X.X.

ε +Aβ =X ′
)X ,...,X ,X ..., ,X ,...,X ,X ,X ,...,X ,X( =X nkk21kn22221n11211 k21

)µ ..., ,µ ,µ( =β k21

)ε ,...,ε ,ε ..., ,ε ,...,ε ,ε ,ε ,...,ε ,ε( =ε nkk2k1n22221n11211 k21



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros
Por el mPor el méétodo de mtodo de mááxima verosimilitud a partir de la siguiente xima verosimilitud a partir de la siguiente 
funcifuncióón de verosimilitud:n de verosimilitud:

Los estimadores de los parLos estimadores de los paráámetros son los siguientes:metros son los siguientes:
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros

En el ejemplo, el valor de los estimadores de los En el ejemplo, el valor de los estimadores de los 
parparáámetros son los siguientes:metros son los siguientes:

Tipo de día:
1- Festivo
2- Víspera de festivo
3-Laborable
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4. Contraste para analizar la influencia Contraste para analizar la influencia 

del factordel factor
Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en 

la variable la variable XX. Para ello la hip. Para ello la hipóótesis mtesis máás sencilla es s sencilla es 
comprobar si las medias son iguales para todos los factores:comprobar si las medias son iguales para todos los factores:

Se rechazarSe rechazaráá la hipla hipóótesis nula cuando fijado un nivel de tesis nula cuando fijado un nivel de 
significacisignificacióón el estadn el estadíístico sea mayor  que stico sea mayor  que FF00, , valor obtenido valor obtenido 
en la tabla de la Fen la tabla de la F--snedecorsnedecor parapara (k(k--1,n1,n--k) k) grados de grados de 
libertad.libertad.
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4. Contraste para analizar la influencia del Contraste para analizar la influencia del 

factor. Descomposicifactor. Descomposicióón de la variabilidadn de la variabilidad
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4. Contraste para analizar la influencia del Contraste para analizar la influencia del 

factor. Descomposicifactor. Descomposicióón de la variabilidadn de la variabilidad
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4.Contraste para analizar la influencia del factor. Contraste para analizar la influencia del factor. 
DescomposiciDescomposicióón de la variabilidadn de la variabilidad

La variaciLa variacióón entre los datos y la media total, se puede n entre los datos y la media total, se puede 
poner como suma de la variaciponer como suma de la variacióón de los datos y las n de los datos y las 
medias parciales y la de las medias parciales y la total.medias parciales y la de las medias parciales y la total.

VT=VNE+VEVT=VNE+VE
En el contraste se comprueba:En el contraste se comprueba:
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n-1TOTAL

n-kInterna o no 
explicada

k-1Entre grupos 
(Varianza 
explicada)

VarianzasGrados de 
libertad

Suma de 
cuadrados

Fuentes de 
variación

ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4.Contraste para analizar la influencia del Contraste para analizar la influencia del 
factorfactor
La forma de trabajar es calculando la tabla de AnLa forma de trabajar es calculando la tabla de Anáálisis de la lisis de la 
Varianza (ANOVA):Varianza (ANOVA):
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4.Contraste para analizar la influencia del Contraste para analizar la influencia del 
factorfactor
Las fuentes de variaciLas fuentes de variacióón siguen distribuciones n siguen distribuciones chichi--cuadrado. cuadrado. 
Otra forma de expresar el estadOtra forma de expresar el estadíístico es:stico es:

El coeficiente de determinaciEl coeficiente de determinacióón Rn R22=VE/VT=VE/VT es una medida es una medida 
relativa de la variabilidad explicada por el modelo respecto a lrelativa de la variabilidad explicada por el modelo respecto a la a 
total.total.
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
4.4.Contraste para analizar la influencia del Contraste para analizar la influencia del 
factorfactor



Ejemplo rEjemplo ráápido de ANOVA de un pido de ANOVA de un 
factor.factor.

El Servicio de Parques y El Servicio de Parques y 
Jardines del Ayuntamiento de Jardines del Ayuntamiento de 
Madrid estMadrid estáá realizando un realizando un 
estudio de las caracterestudio de las caracteríísticas sticas 
morfolmorfolóógicas del arbolado. Se gicas del arbolado. Se 
han tomado 124 datos de han tomado 124 datos de 
LigustrumLigustrum japonicajaponica. Las . Las 
variables que se midieron son:variables que se midieron son:
PerPeríímetro del troncometro del tronco
DiDiáámetro de copametro de copa
Altura de la primera ramaAltura de la primera rama
AlturaAltura
Nivel de riesgoNivel de riesgo
Se quiere analizar si la Se quiere analizar si la 
““distancia a la fachadadistancia a la fachada”” influye influye 
en el en el ““perperíímetro del troncometro del tronco””

d>2,5 md>2,5 mGG

11--2,5 m2,5 mMM

d< 1md< 1mPP

DistanciaDistancia

2323GG

3232GG

4040GG

5151MM

3636MM

4646MM

PerPeríímetrometro--CMCMDistanciaDistancia



5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

NormalidadNormalidad
IndependenciaIndependencia
HomocedasticidadHomocedasticidad



5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 
por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos

TestsTests no no paramparaméétricostricos de bondad de ajuste:de bondad de ajuste:
GrGrááfico de Normalidadfico de Normalidad--TestTest de de 
normalidad de normalidad de ShapiroShapiro--WilksWilks
ΧΧ22

KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov

Contrastes de AsimetrContrastes de Asimetríía y a y CurtosisCurtosis



5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

GrGrááfico de Normalidadfico de Normalidad
En el eje X estEn el eje X estáán representados los residuos o la n representados los residuos o la 
variable a analizar. El eje Y tiene una escala de variable a analizar. El eje Y tiene una escala de 
forma que la funciforma que la funcióón de distribucin de distribucióón aparezca n aparezca 
como un recta.como un recta.
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5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

TestTest de normalidad de de normalidad de ShapiroShapiro--WilksWilks
Este Este testtest, es el mismo que el de la recta, es espec, es el mismo que el de la recta, es especíífico fico 
para contrastar si una muestra procede de la para contrastar si una muestra procede de la 
distribucidistribucióón Normal, sin tener que hacer ninguna n Normal, sin tener que hacer ninguna 
especificaciespecificacióón de los parn de los paráámetros.metros.
Muy Muy úútil para muestras pequetil para muestras pequeññas con n<50.as con n<50.
El estadEl estadíístico es el siguiente:stico es el siguiente:

La regiLa regióón crn críítica es la siguiente:tica es la siguiente:
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Donde ai está tabulada, y ui, es la 
muestra ordenada de menor a 
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

TestTest de normalidad de de normalidad de ShapiroShapiro--WilksWilks

En el  ejemplo, se aceptaría normalidad para un nivel 
de confianza del 99%.

Estadístico W de Shapiro-Wilks = 0.848611
P-valor = 0.0162002



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

••HH00: X   : X   F(XF(X))

••Contraste vContraste váálido para variables discretas y lido para variables discretas y 
continuas. En el caso discreto se va a realizar continuas. En el caso discreto se va a realizar 
una comparaciuna comparacióón punto por punto entre los n punto por punto entre los 
datos datos muestralesmuestrales y los de la distribuciy los de la distribucióón ten teóórica, rica, 
en el caso continuo, se comparan intervalos. en el caso continuo, se comparan intervalos. 



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

Procedimiento para el caso continuo:Procedimiento para el caso continuo:

1.1. Enunciar la hipEnunciar la hipóótesis nula.tesis nula.

2.2. Si algSi algúún parn paráámetro de metro de F(XF(X) es desconocido ) es desconocido 
se estima a partir de la muestra.se estima a partir de la muestra.

3.3. Se divide el rango de variaciSe divide el rango de variacióón de X en n de X en 
intervalos disjuntos, Iintervalos disjuntos, I11, I, I22,...,,...,IIkk..

4.4. Se calculan las frecuencias observadas en Se calculan las frecuencias observadas en 
cada intervalo o clase, fcada intervalo o clase, f11,f,f22,...,,...,ffkk, es decir el , es decir el 
nnúúmero de observaciones en cada clase: mero de observaciones en cada clase: 
∑∑ffii=n=n



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

Procedimiento para el caso continuo:Procedimiento para el caso continuo:

5.5. Se calculan las probabilidades en estos Se calculan las probabilidades en estos 
intervalos con la funciintervalos con la funcióón de distribucin de distribucióón n 
teteóórica; es decir rica; es decir P{XP{X IIii}=}=ppii,    i=1,...k.,    i=1,...k.

6.6. Se calculan las frecuencias teSe calculan las frecuencias teóóricas en ricas en 
cada intervalo, cada intervalo, ffTiTi==npnpii i=1,...k i=1,...k 

∈
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iIi dxxfp )(

∀



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

Procedimiento para el caso continuo:Procedimiento para el caso continuo:

7.7. Se calcula el siguiente estadSe calcula el siguiente estadíístico:stico:

( ) 2
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parámetros  
estimados



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

Condiciones de aplicaciCondiciones de aplicacióón del contraste n del contraste ΧΧ22::

1.1. Cada intervalo debe tener al menos 5 datos.Cada intervalo debe tener al menos 5 datos.

2.2.El nEl núúmero de intervalos se recomienda que sea como mero de intervalos se recomienda que sea como 
mmíínimo 5, para evitar que modelos diferentes tengan nimo 5, para evitar que modelos diferentes tengan 

iguales frecuencias teiguales frecuencias teóóricasricas..
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

ΧΧ22

En el ejemplo:



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contraste de Contraste de KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov

•• HH00: X   : X   F(XF(X))

••Contraste vContraste váálido para variables  continuas.lido para variables  continuas.

Procedimiento:Procedimiento:

1.1. Se ordenan los valores Se ordenan los valores muestralesmuestrales de menor a de menor a 

mayor:mayor:

≡

)()2()1( ... nxxx ≤≤≤



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contraste de Contraste de KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov

2.2. Se calcula la funciSe calcula la funcióón de distribucin de distribucióón empn empíírica rica 
de la muestra, de la muestra, FFnn

**(x), con:(x), con:
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contraste de Contraste de KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov
3.3. Se calcula la discrepancia mSe calcula la discrepancia mááxima entre las xima entre las 

funciones de distribucifunciones de distribucióón observada y la n observada y la 
teteóórica. rica. 

S-K de colas 2 de oEstadísticF(x)(x)FmaxD *
nn −=



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contraste de Contraste de KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov
Por tanto, para aplicar el Por tanto, para aplicar el testtest hay que calcular hay que calcular 
para cada punto para cada punto xxhh::

Se acepta HSe acepta H00 cuando cuando DDnn < D< D00 tabuladotabulado

{ })F(x)(xF,)F(x)(xFmax)(D hh
*
nh1-h

*
nn −−=hx



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contraste de Contraste de KolmogorovKolmogorov--SmirnovSmirnov

En el ejemplo:

Estadístico DN global de Kolmogorov = 0.24321
P-Valor aproximado = 0.339936



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contrastes de asimetrContrastes de asimetríía y a y curtosiscurtosis

Asimetría
El coeficiente de asimetría es :

Curtosis o apuntamiento

( )
3

3

ns
xx

CA i∑ −
=

Es 0 si la hipótesis de normalidad es 
cierta. Si n>50, se aproxima a una 
normal y se puede contrastar si 
CA=0. 

( )
4

4

ns
xx

CAP i∑ −
=

Es 3 si la hipótesis de normalidad es 
cierta. Si n>200, se aproxima a una 
normal y se puede contrastar si 
CAP=3. 



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesistesis
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuoslisis de residuos

Contrastes de asimetrContrastes de asimetríía y a y curtosiscurtosis

En el ejemplo:

Puntuación Z para asimetría = 0.733942
P-valor = 0.462982

Puntuación Z para curtosis = 2.30618
P-valor = 0.0211003



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 
por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos

AnAnáálisis de dependencia de los lisis de dependencia de los 
residuosresiduos

Coeficiente de Coeficiente de autocorrelaciautocorrelacióónn..
Contraste de Contraste de DurbinDurbin--WatsonWatson



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor

5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 
por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos

AnAnáálisis de dependencia de los lisis de dependencia de los 
residuosresiduos

Coeficiente de Coeficiente de autocorrelaciautocorrelacióónn..
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Donde k es el 
retardo

El coeficiente representa la correlación lineal 
entre las variables X=(xk+1, xk+2, ..., xn) e 
Y=(x1, x2, ..., xn-k)



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 
por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos
AnAnáálisis de dependencia de los lisis de dependencia de los 
residuosresiduos

Coeficiente de Coeficiente de DurbinDurbin--WatsonWatson
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Si D=0 hay dependencia positiva entre los residuos.

Si D=2 los residuos son independientes. 

Si D=4 hay dependencia negativa entre los residuos.



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 
por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos
AnAnáálisis de dependencia de los lisis de dependencia de los 
residuosresiduos

Coeficiente de Coeficiente de DurbinDurbin--WatsonWatson

Si k es el número de variables explicativas y n el tamaño de la 
muestra, para α=0,05 están tabulados los valores dL y dU para 
aceptar o no independencia. 

Si 0<D<dL hay dependencia positiva.

Si dL<D<dU el test no es concluyente. 

Si dU<D<4-dU los residuos son independientes.

Si 4-dU<D<4-dL el test no es concluyente.

Si 4-dL<D<4 dependencia negativa.



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
5.5. ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis btesis báásicas sicas 

por anpor anáálisis de residuoslisis de residuos

AnAnáálisis de la lisis de la HomocedasticidadHomocedasticidad
HH00::σσ11= = σσ22=...==...=σσkk

Contraste de Contraste de BartlettBartlett
Contraste C de Contraste C de CochranCochran
Contraste de Contraste de HartleyHartley
Contraste de Contraste de LeveneLevene



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
AnAnáálisis de la lisis de la HomocedasticidadHomocedasticidad

cualquieracualquieraSiSiBartlettBartlett

CualquieraCualquieraCualquieraCualquieraLeveneLevene

IgualesIgualesSiSiHartleyHartley

IgualesIgualesCualquieraCualquieraCochranCochran

TamaTamañño o 
MuestralMuestral
GruposGrupos

PoblaciPoblacióón n 
NormalNormal

ContrasteContraste



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
AnAnáálisis de la lisis de la HomocedasticidadHomocedasticidad

En muestras normales En muestras normales BartlettBartlett es mes máás s 
sensible que sensible que LeveneLevene. . 
Los contrastes de Los contrastes de HartleyHartley y y CochranCochran en en 
general dan los mismos resultados.general dan los mismos resultados.

Contraste de VarianzaContraste de Varianza
Contraste C de Contraste C de CochranCochran: 0.764026   P: 0.764026   P--valor = 0.0valor = 0.0
Contraste de Contraste de BartlettBartlett: 1.38176   P: 1.38176   P--valor = 0.0valor = 0.0
Contraste de Contraste de HartleyHartley: 6.84435: 6.84435
TestTest de de LeveneLevene: 2.64094   P: 2.64094   P--valor = 0.0713937valor = 0.0713937



AnAnáálisis de la lisis de la 
Varianza de dos Varianza de dos 

FactoresFactores



ObjetivoObjetivo
Investigar los efectos de dos factores, Investigar los efectos de dos factores, αα
y y ββ, en el resultado de un experimento., en el resultado de un experimento.



MetodologMetodologííaa

1.1.RepresentaciRepresentacióón grn grááfica de los datos.fica de los datos.
2.2.Planteamiento del modelo.Planteamiento del modelo.
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetros.metros.
4.4.Contraste de si los factores influyen Contraste de si los factores influyen 
o no en la variable aleatoria. o no en la variable aleatoria. 
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuos.lisis de residuos.



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
1.1. RepresentaciRepresentacióón grn grááfica de los datos.fica de los datos.

Ej. Analizar si los factores Ej. Analizar si los factores PendientePendiente y y OrientaciOrientacióónn influyen en la influyen en la 
superficie total quemada en incendios forestales en la CAM.superficie total quemada en incendios forestales en la CAM.
Pendiente: Orientación:

1- Terreno llano 1- Solana

2- Ondulado 2- Umbría

3-Abrupto
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ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

ααii es el efecto del ies el efecto del i--éésimo nivel del primer factor.simo nivel del primer factor.

ββjj es el efecto del jes el efecto del j--esimo nivel del segundo factor.esimo nivel del segundo factor.

εεijij representa la perturbacirepresenta la perturbacióón aleatoria, y se acepta que n aleatoria, y se acepta que 
cumple que:cumple que:

-- Son independientesSon independientes

-- Siguen un distribuciSiguen un distribucióón normaln normal

-- Todas tienen la misma varianza (Todas tienen la misma varianza (homocedasticidadhomocedasticidad) ) 

σσ22

--E[E[εε.]=.]=0 (media cero). 0 (media cero). 

a1,2,..., =i  b;1,2,..., =j   ,εβα + µ =X ji ijij ++



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

Por tantoPor tanto XXijij son variables aleatorias son variables aleatorias 

independientes que siguen una distribuciindependientes que siguen una distribucióón n 

normal de medianormal de media y varianza       .y varianza       .

Se asume que:Se asume que:

Por tanto:Por tanto:

 β + α +µ ji σ2

0 =αi

a

1=i
∑ 0 =βi

b

1=i
∑

ββ i

1-b

=1i
b - = ∑ αα i

1-a

=1i
a - = ∑



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

Otra forma de plantear el modelo es la siguiente:Otra forma de plantear el modelo es la siguiente:

Donde:Donde:

ε +Aβ =X ′

)β ..., ,β ,β ,α..., ,α ,α µ, ( =β 1-b211-a21

)ε ..., ,ε ,ε ..., ,ε ..., ,ε ,ε ,ε ..., ,ε ,ε( =ε aba2a12b22211b1211

)X ..., ,X ,X..., ,X ..., ,X ,X ,X ..., ,X ,X( =X aba2a12b22211b1211



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros

Los estimadores de los parLos estimadores de los paráámetros son los siguientes:metros son los siguientes:

ab

X
Xµ̂

a

1i

b

1j
ij∑∑

= ===

X-X=α̂ i.i

X-X=β̂ .jj

b

X
=X

ij

b

1j=
i.

∑

a

X
=X

ij

a

1j=
.j

∑



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros

αα11= 0 = 0 αα22=3,5 =3,5 αα33==--2,5 2,5 ββ11= 2,5 = 2,5 ββ22=1,9=1,9

3 ha3 ha1 ha1 ha5 ha5 ha33

3,6 ha3,6 ha8 ha8 ha

8 ha8 ha

2 ha2 ha

22

9 ha9 ha10 ha10 ha22

5,5 ha5,5 ha9 ha9 ha11

11OrientaciOrientacióónn
PendientePendiente iX

.jX ha 5,5X=



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores
Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en 
la variable la variable XX. Para ello la hip. Para ello la hipóótesis mtesis máás sencilla es comprobar si s sencilla es comprobar si 
las medias son iguales para todos los factores:las medias son iguales para todos los factores:

0 =α =....=α =α =α:H a321α

0 =β =....=β =β =β:H b321β



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores
Tabla de AnTabla de Anáálisis de la Varianza (ANOVA):lisis de la Varianza (ANOVA):



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores



AnAnáálisis de la lisis de la 
Varianza de Dos Varianza de Dos 

Factores con Factores con 
InteracciInteraccióónn



ObjetivoObjetivo
Estudiar la influencia de dos factores en Estudiar la influencia de dos factores en 
el comportamiento de una variable el comportamiento de una variable 
cuantitativa, ascuantitativa, asíí como la influencia como la influencia 
conjunta de los factores en la variable conjunta de los factores en la variable 
explicada.explicada.



MetodologMetodologííaa

1.1.RepresentaciRepresentacióón grn grááfica de los datos.fica de los datos.
2.2.Planteamiento del modelo.Planteamiento del modelo.
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetros.metros.
4.4.Contraste de si los factores influyen Contraste de si los factores influyen 
o no en la variable aleatoria. o no en la variable aleatoria. 
5.5.ComprobaciComprobacióón de las hipn de las hipóótesis tesis 
bbáásicas por ansicas por anáálisis de residuos.lisis de residuos.



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

ααii es el efecto del ies el efecto del i--éésimo nivel del primer factor.simo nivel del primer factor.

ββjj es el efecto del jes el efecto del j--esimo nivel del segundo factor.esimo nivel del segundo factor.

γγijij es el efecto de la interaccies el efecto de la interaccióón del in del i--esimo nivel del esimo nivel del 
primer factor y del jprimer factor y del j--esimo nivel del segundo factor.esimo nivel del segundo factor.

εεijsijs representa la perturbacirepresenta la perturbacióón aleatoria, y se acepta que n aleatoria, y se acepta que 
cumple que:cumple que:

-- Son independientesSon independientes

-- Siguen un distribuciSiguen un distribucióón normaln normal

-- Todas tienen la misma varianza (Todas tienen la misma varianza (homocedasticidadhomocedasticidad) ) σσ22

--E[E[εε.]=0 (media cero)..]=0 (media cero).

m1,2,sa;1,2,..., =i  b;1,2,..., =j   ,εγβα + µ =X ijji ijsijs K=+++



ANOVA 1 FactorANOVA 1 Factor
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
2.2.Planteamiento del modeloPlanteamiento del modelo

Por tantoPor tanto XXijij son variables aleatorias son variables aleatorias 

independientes que siguen una distribuciindependientes que siguen una distribucióón n 

normal de medianormal de media y varianza       .y varianza       .

Se asume que:Se asume que:

Por tanto:Por tanto:

σ2

0 =αi

a

1=i
∑ 0 =βi

b

1=i
∑

ββ i

1-b

=1i
b - = ∑ αα i
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=1i
a - = ∑
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ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros

Los estimadores de los parLos estimadores de los paráámetros son los siguientes:metros son los siguientes:

abm

X
Xµ̂

a

1i

b

1j
ijs

1
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= = ===

m
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ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
3.3.EstimaciEstimacióón de los parn de los paráámetrosmetros

Los estimadores de los parLos estimadores de los paráámetros son los siguientes:metros son los siguientes:

Los residuos son:Los residuos son:

XXXX=γ̂ .j.i..ij.ij +−−

m

X
=X

m

1s
ijs

ij.

∑
=

( ) ij.ijsijjiijsijs XXγ̂β̂α̂µ̂Xe −=+++−=



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores
Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en Lo que se trata de comprobar es que los factores no influyen en 
la variable la variable XX. . 

HHγγ:  :  γγ1111==γγ1212=...==...=γγabab=0.=0.

0 =α =....=α =α =α:H a321α

0 =β =....=β =β =β:H b321β



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores
Tabla de AnTabla de Anáálisis de la Varianza (ANOVA):lisis de la Varianza (ANOVA):



ANOVA 2 FactoresANOVA 2 Factores
4.4.Contraste para analizar la influencia de Contraste para analizar la influencia de 
los factoreslos factores
Tabla de AnTabla de Anáálisis de la Varianza (ANOVA):lisis de la Varianza (ANOVA):


