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Magnitudes escalares y vectoriales

Tipos de vectores

Operaciones con vectores libres

Momento de un vector deslizante respecto a un punto

Momento de un vector deslizante respecto a un eje
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Magnitud perfectamente definida por su valor
numerico

Abstractas. No tienen unidades: indice de

rafracciAn reandimiantn
I\JIIMU\JIUII, I N INATTITIINGO D TUNY

Concretas. Tienen unidades:masa (kQ),
temperatura (K)
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Magnitud perfectamente definida cuando se
conoce, ademas de su valor numérico, la
direccion sobre la que actua y sentido: velocidad
(m/s), fuerza (N), momento de una fuerza (N-m),
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Libres: Se conoce modulo, direccion y sentido.
Punto de aplicacidon es cualguiera en el espacio.

Dos vectores libres son Iguales si  son
superponibles mediante una traslacion en el

espacio
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Deslizantes: Se conoce modulo, direccion, sentido
y recta soporte. El punto de aplicacidon es
cualquiera sobre la recta soporte.

Dos vectores deslizantes son iguales si son
superponibles mediante un deslizamiento a lo largo
de la recta soporte
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Localizados: Se conoce moédulo, direccidon, sentido
y punto de aplicacion.

Dos vectores localizados s6lo pueden ser iguales a
SI mismos
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Un vector unitario es un vector sin unidades de modulo
unidad; se utilizan para especificar la direccidon y sentido

El vector unitario que especifica la direccion y sentido de
un vector se calcula mediante el cociente entre dicho

vector y su modulo
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Los vectores unitarios, sobre l|os ejes cartesianos se
expresan por

—

i, 7.k



Operaciones con vectores libres
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Regla del paralelogramo (2 vectores)

|
_I_
e
|
O

El vector suma es la diagonal del paralelogramo
formado por los dos vectores
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En el extremo del primero se sitla el origen del segundo

La suma es un vector cuyo origen es el origen del primero y
su extremo es el extremo del segundo
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Cuando se tienen muchos
vectores se repite el proceso
hasta que se incluyen todos
los vectores
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La proyeccion del vector
suma sobre un eje, es la
suma de las proyecciones
de los vectores sobre
dicho eje

C,=A +B,

C:&+%
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on grafica

7

Representaci




Representacion grafica
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El resultado es un vector cuyo mddulo es el producto del
escalar por el moédulo del vector

Si el escalar es positivo, la direccion y sentido son los
mismos que los del vector original

Si el escalar es negativo, la direccion del resultado es la
misma que la del vector original, pero su sentido es
opuesto
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n>0

n<O0
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Es un escalar

El valor del producto escalar de dos
vectores es el producto de los modulos
por el coseno del angulo que forman los

vectores

V,V, = |V,||V,|cos &



1. Conmutativa

V, -V, =
V-V, =V, -V

2. Asociativa respecto al producto por un escalar

V) =(nV,)-V, = (nv, ) -V,
(\7 \7) ( 1) 2:(\72) Vi

n(V,
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V, -V, :(lel +V,, ] +vlzk)-(v2X| +V,, ] +v22k):

— leVZy + VlyVZy + V12V22
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Es un vector: Modulo es el
producto de los modulos por el

seno del angulo que
determinan; la  direccion,
perpendicular a ambos

vectores y el sentido se
determina por la regla de la
mano derecha
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El mdédulo representa el area del paralelogramo que determinan

Area =V, AY,| = |V,||V,|sen ¢ =¥, |d, = |V,|d,
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1. No conmutativa

2. Asociativa respecto al producto por un escalar

—

N(V, AV,)=(nV, ) AV, =(nV,) A Y,
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V, AV, =(le| +Vp, +vlzk)/\(v2X| +V,, +v22k):

= | (VlyVZZ =V, yvlz) - J (V1XV22 o V2xvlz) +k (leVZy - V2xV1y) =

i ] k
— le Vly Vlz
V2x V2 y V2 Z
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—

v, - (V, /\\73):(le| +Vy, ] +vlzk)-[(v2X| +V,, ] +v22k)/\(v3xl +V;, | +v32k)}

1 TR O R LA VAR VA
V, /\\73“\71‘(303(0 = (lel TV +Vlzk) Vax - Vay Vo | = Vax  Vay  Vy
V3x V3y V32 3X V3y V32
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Momento del vector deslizante V respecto a O
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Vector localizado en O

Perpendicular al plano gque determinan

O/\ los vectores QA Y V
Vv
A

Modulo: el area que determinan los
vectores

MO =0OQAAV Sentido, el de avance de un tornillo
gue gira del primero al segundo
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1. El momento de un vector respecto a un punto es unico
es independiente de la posicidon del vector a lo largo de la
recta soporte

2. El momento de un vector respecto a un punto de la recta
soporte es nulo

3. Conociendo el momento respecto a un punto se puede
conocer respecto a otro (ec. Cambio de momentos
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1. Independiente de la posicion

O del vector deslizante sobre la
\/\7 recta soporte

_—

& My = OAAY = OB A

<
1
®,
O
>
<

OCAV=(0A+AC)NV:6KAV+K6AV
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2. EI momento respecto a un
punto de la recta soporte es

O ' nulo
V

I\
AY

—

BzBAAVz

o
-~
@)

El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo
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3. Ecuacion del cambio de momento

O s
/
A

—

M. (V) =M, (V)+CAAY
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El momento de una fuerza respecto a un punto es el
producto vectorial del vector que une el centro de
momentos y el origen de la fuerza y el vector fuerza
aplicada.

Es perpendicular al plano formado por los dos
vectores
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Proyeccion sobre un eje
del momento de un
vector respecto a un

punto

oo’

recta

N o (%) _ [N _ N
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Constituidos por n vectores deslizantes

<
<l
N
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Resultante general: Suma vectorial de los n
vectores gue constituyen el sistema
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Momento resultante respecto a un punto P: es
la suma vectorial de los n momentos, respecto
al punto P, de los n vectores que constituyen el

sistema

= |
= |

C.=N
bP_

+
2’
=
N
<l
N
—
+

(7 \
p\V1)

—

=My (V)+Mg(V,)+ .o+ M (V)

O
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1. No es independiente del centro de momentos. El
momento respecto a O es distinto que respecto a P

2. Ecuacion del cambio de momentos
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Para que el momento sea independiente del punto respecto
del que se calcula el momento




E.T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

Un sistema de vectores deslizantes, cuya resultante es nula
y el momento resultante es independiente del punto
respecto al que se calcula el momento equivale a un par

Un par esta formado por dos vectores de igual modulo,
direcciones paralelas y sentidos opuestos
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{ Cyy =MAA (V) + MB AV =—-MAAV+MBAV = AB AV

Es perpendicular al plano que determinan los vectores
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‘CA‘ = ‘E“V\sengo

El momento del par es un
vector perpendicular a ambos
vectores y su modulo es igual
al area del paralelogramo
gue determinan
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Magnitudes que no cambian al cambiar el centro de
momentos

1.Resultante general: tanto el vector, como el modulo, como
la norma son independientes del centro de momentos

R=V,+V,+V,+....... +V, =RI+R, J+RK

R|=R:+R’+R?

R[ =R?+RZ+R’
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2.Producto escalar de la resultante general y el momento
resultante respecto a un punto cualquiera

RC,=RC,=RC, =..... - R-C, =Cte

3.Cociente entre el segundo invariante y el primero. También
se denomina momento minimo por coincidir con el valor
minimo gue tiene que tener el momento resultante

'éo _
R

'§A:§'§B: ....... _R P — Cte
Rl R

| A
— | Ol
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RC, RC, RC, R-C
L =——A=_B = = —F =Cte
]| R/ OR TR
‘C ‘ U, COS ¢, ‘C ‘ U, COS ¢, ‘CB‘-U COSQ, =....... ‘C ‘ U, cose, =Cte
| - | | - | | - | | - |
‘Co‘cos @, = ‘CA‘COS @, = ‘CB‘COS Py = e ‘Cp‘cos @, =Cte
Proyeccion del Proyeccion del Proyeccion del rirgrii?wig)nr:s?lecto
momento, momento, respecto  momento, respecto  FOSP
a M, sobre la
respecto a O, a A, sobre la a B, sobre la direccion de la
sobre la direccion direccion de la direccion de la resultante
de la resultante resultante resultante
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Cuanto mayor es el modulo del momento menor es el
coseno del angulo (y mayor es el angulo) y viceversa

Cuando el angulo es cero, el coseno toma el maximo valor, y
el momento toma el minimo

—

1c0s0=|C . |=Cte

‘Co‘cos% =‘§A‘c03¢2 :‘éB‘cos% = =‘6P‘C08(pn =‘C




E.T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

Lugar geometrico de los puntos del espacio,
respecto de los cuales el momento es minimo (por
tanto, paralelo a la resultante general)

C
_ b/
C

a
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Sistema de vectores deslizantes cuyas lineas de accion pasa
por un punto denominado punto de concurrencia

-
-
-

-
-
-

-
-
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El momento resultante respecto al punto de
concurrencia es nulo, por tanto el punto de
concurrencia pertenece al eje central

-
-
-

-
-
-

-
-
-
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El momento resultante de un sistema de vectores

O
O
O

P

eslizantes concurrente, respecto a un punto cualquiera
el espacio, es igual al momento respecto a dicho punto
el momento resultante cuando ésta esta aplicada en el
unto de concurrencia

-
-
-

-
-
-

C,=0OAAR
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F(t) = x()i +y(t)]+z(t)k

F(t+At) = X(t+ AT + y(t+At) ] + z(t + At)k

AT (t) = [x(t+ At) = x(@) ] +[y(t+A) - y()]] +[z(t + At) - z(t) ]k
= AXi + Ayj + Azk

. tHAL
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FH) — AXT - AVI " AT (1)
AF(t) = AXI + Ay] + AzK t AL
En el limite
— — - g — r (t)

lim Ar dr lim AXI +Ay] +Azk .
At—>0 At B dt _At—>0 Al B r(t+At)

- AX—> . A - - A AZ —
:Ilm—|+I|m—yJ+I|m K

At—0 At At—0 At At—0 At

dF_de dy - dz -~

+—j+—Kk Tiene la direccion de la tangente

dt dt dt dt



