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Campo escalar
Supongamos una funciéon f = f (X, Y, Z)

Con las siguientes condiciones:
v’ uniforme
v'continua
v finita
v admite derivadas parciales

Esta funcion es univoca, asocia a cada punto del espacio un
valor Unicoy real ===) CAMPO ESCALAR.
Esta definido en una determinada region del espacio

Ejemplos: densidad, presion



Superficies equiescalarares o superficies de nivel

Lugar geométrico de los puntos del espacio en los que el campo
escalar toma un valor constante.

f(x,y,2=C

Para cada valor de |la constante obtenemos una superficie de Ia

familia.

t(xy.9=G

f(X1y’Z): Q I

f(xy,2= G

Propiedad:

f(x,y,2)=C

Las superficies de nivel no se cortan aunque pueden estar tan
proximas como queramos, es decir, no tienen puntos en

comun.



Campo vectorial

Consideramos tres funciones escalares y formamos un
vector:

V=V (XY it y(xy I y(xyy

Este campo vectorial es una funcion univoca, asocia a
cada punto del espacio un unico vector.

/Y
Fr

S

Ejemplos: velocidad, aceleracion, fuerza....




Lineas de Campo

Curvas tales en cada punto del espacio son tangentes al
vector asociado a dicho punto. Se cumple:

—

R, dsiiv=0
ds
Sistema de ecuaciones diferenciales
dx dy dz
V. VvV, 1V,

Su integracion proporciona dos superficies cuya interseccion
nos da las lineas de campo.

Propiedad: por un punto del espacio pasa una sola linea de
campo.



Gradiente de un campo escalar f = f (X, y, 2)

grad f—ﬂ +ﬂ] of ¢ ~k
oX 0y 0z
grad f
Lineas de Gradiente

f =Cte

dx dy _ dz
of /  of /  of
/é; //é? ,/5;

El gradiente es perpendicular a la superficie de nivel. Las lineas
de gradiente son tangentes al vector gradiente. En consecuencia,
las lineas de gradiente son perpendiculares a la superficie de
nivel en el punto considerado



Propiedades del Gradiente

grad( f,+ f,)=grad { + grad f,

grad( f,-f,)= f,grad f+ f gradf,

. f ]_ - -

grad(y{ )= (f,grad { - fgrad)
2

grad(}/)—— > grad f



Divergencia de un campo vectorial

Vv (XY dity(xy2 Fy(xyx

0 -
dIVV:aVX l+a\’z:5*
oXx 0y 0z

Si divv=0 - V: solenoidal o adiverger
Si la divergencia de V en un punto del espacio es:

divvV>0 Punto SURGENTE

divv< (O PuntoSUMENTE

dlvv = O Punto de flujo estacionario o conservativo



Divergencia de un punto del espacio

divv>=0 divv<0

Flujo positivo o Flujo negativo o
saliente entrante



Divergencia de un campo vectorial v por un campo escalar P
div(p-Vv)= pdivv+ Vv gragp
O(pV) = p0Ov+ Vip

Siendo:
p: campo de densidades

V : campo de velocidades

NOTA: Esta expresidon aparece en la ecuacion de continuidad (Mecanica de fluidos)



Caso particular: Divergencia de un campo de gradientes
0°f 0°f o°f
+ +

div(grad f) =
(0 ) x> 0y° 07

=lap f

Laplaciano de un campo escalar
2 2 2
0°f ,9%f L 0*f _

Si: lap f=0; =
P x> ody° 07

El campo escalar f es una funcion armodnica ya que cumple la
ecuacion de Laplace



Operador nabla de Hamilton

9=97+97.+9¢
ax ay 0z

Si se aplica el operador nabla a un campo escalar se obtiene

su gradiente
= _Of - of - of -

ox oy az

Si se aplica el operador nabla a un campo vectorial se obtiene
su divergencia




Operador Laplaciano

2 2 2

A=00="_+2_+2_
x> oy° 07

v' Si se aplica el operador laplaciano a un campo escalar se
obtiene:
0°f o9°f o9°f
=——t—+t—
x> 9dy° 07
0°f o°f a°f
+ + =0
x> oy° 07

Af

ESCALAR

Si

v" Si se aplica el operador laplaciano a un campo vectorial se
obtiene:

AV =Av, i +Av, j+Av, k VECTOR



Laplaciano de un campo escalar

2 2
Af :6 z +6 f 6 f
ox> oy’ 622
Si el laplaciano de un campo escalar es nulo:
2 2
Si 0 1;+6 f 0°f -0
ox> 0y’ 022

El campo escalar f es armonico, ya que cumple la ecuacion
de Laplace



Laplaciano de un campo vectorial

—— Q% 02* GZT/ -
lapV = =AV
o2 ay 022

AV=AV, T +Av, ] +Av,K

Av, =0
si 4 Av, =0 | Vio Vi V,
Av, =0

Son funciones
armonicas



Rotacional de un campo vectorial

T k
ﬁv:i 9 i:ﬁgv
OX 0y 0z
Ve v,

. ov, . .. .0V .
rotV:(aVZ— ) +(6vx_6vz)j+( y_avx)k
oy 0z 0z 0X 0X 0V




Propiedades del rotacional

1. El rotacional de un campo de gradientes es cero

rot(grad f) =0 00f =0

Los campos de gradientes son irrotacionales
Si rotv=0 = v=gradf
2. La divergencia del rotacional de un campo vectorial es cero

div(rotv) =0

Los campos rotacionales son solenoidales



Propiedad del doble rotacional

rot (rotv) = grad( divy) - lap\
0 0(0 0Ov) = 0(0OV) -AV

Casos particulares:

1. Si el campo es solenoidal ( V

2. Si el campo es armonico ( V

3. Si el campo es solenoidal y armonico

— —

(bOv)=0




Resumen de operadores diferenciales

grad div
grad — grad(div)

div div(gFad) = lap -

rot rot (grad) =0 —

rot

div(grad) =0

rot (rot)




Derivada direccional de un campo escalar segin una direccién

Dado un campo escalar f=f(Xy,2

y una direccién dada por el vector V=V,i + Vy] +Vv K

La derivada direccional de un campo escalar segun una
direccion se obtiene a partir de la expresion:

o, Lo, o
of 0Ofv _ox * ody "9z °

ESCALAR




Derivada direccional de un campo escalar segin una direccién

La derivada direccional de un campo escalar segun una
direccion es la proyeccion del gradiente sobre dicha direccion.
Es una magnitud escalar que se obtiene multiplicando el
vector gradiente por un vector unitario en la direccion dada.

% =0f G, = ‘ﬁf‘-cosﬁ

direccion




Definiciones intrinsecas

Se considera un punto M
rodeado de un volumen
infinitesimal delimitado
por una superficie cerrada.
La superficie se representa
por vector, de modulo |la
propia superficie, sentido
positivo hacia el exteriory
direccion perpendicular a
la superficie en el punto
considerado.

La figura representa una
superficie esférica.



Definiciones intrinsecas

M: punto del espacio
v: volumen infinitesimal (delimitado por o)
do: superficie infinitesimal cerrada

da: vector superficie

gradf—lvlir(\)V”f do

divv—IViT)V”v 9]

—_—

rotv:—lvi[r(\)V”dea



Flujo de un vector a través de una superficie

dd = \7A do: Flujo elemental
V. =V-COSp ;Vdo=v-cop =V

P = j Lv-dﬁ

Para obtener el flujo de un campo vectorial a través de una superficie
(0), tomamos una superficie infinitesimal (d0) y el vector que la
representa, proyectamos el campo vectorial sobre esa direccion (v,) se
obtiene el flujo elemental y por integracion el flujo total.



Caso particular:
Flujo de un vector a través de una superficie cerrada

vV
Flujo saliente (+)
7
b = [ﬁ[ vV-do
o)
CI)neto = CD saliente CD entrant
Flujo entrante (-) Casos:

CI)sale >0 entra ©>0

cI)sale =0 entra =0

b <P - d<0

sale entra



Flujo de un vector a través de una superficie

P = j Lv-dﬁ

CD:“UVX-dydz+ y-dxdz M dxc

gl dg,,
dz
X >

dg=do,i+do, j+do, Kk

d& = dydzi+ dxdz j+ dxdy




Teorema del gradiente

|| fda=|[] grad f-dv

Teorema de la divergencia (Gauss-Ostrogadsky)

|| v-do=[]] divv-ay

Teorema del rotacional

—”Jvmdﬁzmvr_’otv- dv

-

-

Condicion:
Superficie cerrada




Flujo de un vector a través de una superficie.
Teorema de Gauss-Ostrogadsky, Férmula de Green

La figura representa un volumen limitado por superficie cerrada,
cuyo interior se ha dividido en paralelepipedos infinitesimales

contiguos.
Definicidon de divergencia:

divv:nml'jwa

V—>O V'

(div V) dv= j X7
> (div V) dv= Y 7, + 'y &,




Flujo de un vector a través de una superficie.
Teorema de Gauss-Ostrogadsky, Férmula de Green

El flujo saliente del inferior es el flujo entrante

del superior. Los flujos interiores se compensan

y se anulan, solo queda el flujo a través de la
A superficie que limita el volumen.

®=|| v-do=||| divi-dy

El flujo de V a través de la superficie cerrada es equivalente a la integral
triple de la divergencia de v extendida al volumen limitado por la superficie

cerrada.



Circulacién de un vector a lo largo de una curva
V=V (x %2ty (xy 2 y(xy)x
ds= dxi+ dy j+ dzk
Circulacion elemental
Curva C dL:V[dS
V., =vCcosy ; dL= vco® ds= Vv-d

La suma de todas las circulaciones elementales es:

L :jcv-ors

|_
J>"—;CD

V02 :Hdﬁ y dy y o



Circulacién de un vector a lo largo de una curva = Trabajo

dL=v-dS circulacion element:

dW = F-di trabajo elemental

B

En general:
La circulacion (trabajo) entre dos puntos A
y B depende del camino seguido.

I—AB( curvdl) # L AH curv@)



Circulacién de un vector a lo largo de una curva = Trabajo

Caso particular: E| campo vectorial es un campo de gradientes
(conservativo o irrotacional)

G = Ff = afﬁ ﬂT afk
ax dy = 0z
dL = 0f dé—ﬂdxﬂdykﬂ d= d
0X oy 0z

La circulacion elemental coincide con la diferencial de f

- [dt = 1 (B)- 1(A

La circulacion es independiente del camino seguido; solo
depende del valor del campo escalar f en los puntos Ay B.



Circulacién de un vector a lo largo de una curva = Trabajo
Caso particular: E| campo vectorial es un campo de gradientes
vy la curva es cerrada

[ﬁ*f-dézo

A

jdf:f(A)—f(A):o

A

Cuando la curva es cerrada, la circulacion
de un campo de gradientes es cero.



Circulaciéon de v =grad f a lo largo de una curva cerrada
Conclusiones:

1. Si un campo vectorial es irrotacional es condicion
necesaria y suficiente para que la circulacion a lo largo
de una curva cerrada sea cero.

OOv=0- v=0f L:Lﬁﬁf-déz 0

2. Sila circulacion a lo largo de una curva cerrada sea cero
es condicion necesaria pero no suficiente para que el
campo vectorial sea irrotacional.

Lz[ﬁﬁf-dézOX Ov=0

La circulacion puede ser cero y el rotacional distinto de cero.



Circulacién de un vector a lo largo de una curva
Teorema de Stokes

L :[ﬁv-dézjja (rotV)- a7

La circulacion de v a lo largo de una curva cerrada es
equivalente al flujo del rotacional a través de la superficie
limitada por dicha curva cerrada.

Caso particular: campo irrotacional

—

Sirotv=0 = L:[ﬁv-d*s:HTo’f'v @ =0

o
La circulacion de un campo irrotacional (campo de gradientes)
a lo largo de una curva cerrada es cero.



Potencial Escalar

Dado un campo vectorial irrotacional
V=v (x Y i+y(xy3Fy(xyy  O0OV=0

Es condicion necesaria y suficiente para que exista una funcion

escalar f=f(x,y,z) tal que el campo vectorial se exprese como el
gradiente de la funcion escalar

. . f=1(XY,z
OOv=0- v=0f { Y. 2) tJ

Potencial escalar matema

Si el campo vectorial es una magnitud fisica (velocidad, fuerza...),

OOv=0- v=-0f | '=fx¥2
’ Potencial escalar fisic




Calculo del Potencial Escalar

—_— —_

Dado un campo vectorial irrotacional (000v =0

Of =f(x,y,2/v=0f

o _ | df = LT ays 2 g
ox ox oy ~ o0z
of integrando f=f(x,y,z)
S a_y — Vy >
of
N f= j dx+ j—d +j—dz+c:te
- = Vz
0z .




Potencial Vector

Dado un campo vectorial solenoidal (adiveregente)

V=V (X Y2ty (xy 2 y(xyx v=0

Es condici%én necesaria y suficiente para que exista un campo
vectorial A tal que se exprese como:

A= AT+Aj+AK

Potencial vector

Ov=0_ v=00OA

Su divergencia es nula,
ya que los campos (1 =[] (D [] A) =0
rotacionales son
solenoidales




Calculo del Potencial Vector

1. Calculamos una solucidn particular imponiendo
tres condiciones

Ov=0_ v=00OA

2. Calculamos una solucidn general anadiendo un
campo arbitrario de gradientes

—

A =A+00
Se cumple que:

v=00(A+0¢0)=00A+0000 =00 A

cero




Calculo de la Solucidn Particular del Potencial Vector

— — -

i ] k
O0v=0- v=0O0A g=| 2 9 9
OX 0y 0Z
A A A
oA _9A _
oy 0z A
<OA—%:V > — Integrandg A;
07 0 X 4 Az
0&_0&: '
ox oy °




