TEORIA DE CAMPOS Y OPERADORES DIFERENCIALES. PROBLE MAS
RESUELTOS

1. Dado un campo vectorial = —(x + y2)i +2xy ] +#(x,y,z2)k en donde¢ es una
funcién tal que sus derivadas parciales son |aSidOBSZ—£=2XZ; %:Zyz con la

condicion de que la divergencia del campo vectariaeadivv = x* + y* siendo ademas
la funcion ¢ (x,y,z) nula sobre el plano XOY.

Determinar:

a) La componente z del campa

b) El flujo del campov a través de la superficie de un cilindro de rdlig altura h
cuya base inferior esta situada en el plano coateiXOY siendo su eje paralelo
al coordenado OZ y siendoyx) las coordenadas del centro de su base inferior.

c) Indicar la posicion que debera adoptar el eje deldeco para que el flujo del
campoV a través del mismo sea minimo.

RESOLUCION
a) Obtenemos la funciog

09 _

L =2xz2= ¢ =x2+M(y,2)
0X

2
99— ovrs 2yz= o|x*z+M(y,2) _0M(y,2)
oy oy dy

¢ =2(y?+x*)+N(2) = V=—(x*+ y2)ia+2xyj?+[(y2 + x2)2+ N(z)]lz

= M(Y,2) = y?z+ N(2)

Como divv = x* + y?, necesariamente N(z)=C, y al imponer la condidémueg (x,y,z)
sea nula sobre el plano XOY, N(z)=C=0
V== + YA + 2%y + (0 + y?)Z&K

b) Utilizando conjuntamente la definicion de flujo iyteorema de Gaus-Ostrogradski o
formula de Green:

cpzjjvmazmv(xz +y?)dV
Integral que representa el momento de inerciaidetio de radio R y altura h respecto al
eje OZ. Aplicando el Teorema de Steiner:
Loz = ez +V.06 +¥5) = ZVRF +V (3 + )

c) Para que el flujo sea minimo, deben ser cero tgytomo y. Por lo que el eje OZ debe
coincidir con el eje del cilindro.

2. Exprese si es verdadera (V) o falsa (F) justifittamuy brevemente la respuesta
a) Los campos de gradiente son rotacionales
(F) Los campos de gradiente son irrotacionales



b) La circulacién de un campo de gradientes a lo ldeyana curva cerrada es cero
(V) Ya que son irrotacionales

c) Si la circulacion de un campo vectorial a lo ladguna curva cerrada es cero
podemos afirmar que el campo es irrotacional
(F) La circulacion puede ser cero sin ser necasafide irrotacional

d) Un campo escalar es una funcion arménica si sadapio es cero
(V) Cumple la ecuacion de Laplace

3. El rotacional del campo vectorid@l(x,y,z) = f, (2)i + f,(X)] + f3(y)R es
00OV =2yi +] -3k =¥,

a) Calcular el campo vectorial con la condicion giee en el punto (1,2,0) valga
v(1,2,00= ]+ &
b) Calcular el flujo del campo vectorial a travésla superficie esférica de ecuacion

X +(y-2)*+(z-1)*=4
c) Calcular la circulacion del campo vectorial avérs de la circunferencia situada en un
plano paralelo al YOZ, que tiene su centro en G102 de radio 2.
d) Demostrar que el campo vectorial= 00V admite potencial vector, y calcularlo con
las siguientes condiciones:

= El potencial vectorA es perpendicular al eje OY
= Sus componentes no dependen de la variable z.

= El potencial vectorA en el punto (1,1,1) valé&(1,1,]) = 3

RESOLUCION
a) Campo vectorial
P i k
aov=| 2 9 29 =2yi +] - 3%k
0x ay 0z
f(2) f,(x) f5(y)
7]
B2y - B0 =y +G
LB-1 s @ =z+0G
% =-3x* - fL,(x)= —x*+C;

b= (24 C)l+ (C;—x3)]+ % + Ck
B(1,20) = Ci+ (Cs— 1)+ @A+ Ck=]+4k
C,=0;, C3=2; (€, =0;
Luego el campo vectorial est = (2)7+ (2 — x3)] + y2k
Comprobacion:



Sle =
Q —4
%|Q) x|

0ov= — =2yi +]-3%%k; cumple
oy
z (2-x%) y?

b) El flujo es nulo ya que se trata de un campo vedtadivergente
o= [[vido= [ dividv =0

c) Circulaciéon
L=¢v-ds=[[ (00OV)-dé = [[2ydo=2ysmR* =167
do=dol;, y;=2; R=2 L= 16n

d) Admite potencial vector ya que los campos rotademaon solenoidales
divi; =0; #, =VAA, Imponiendo la primera condiciéh, = 0

roTK (1) %—';Z:Zy - A=y +a(x)

A0 AL @Tea - A=ayrAw)
Imponiendo la segunda condicion, al ser las commesandependientes de z% =0
Debe cumplir la ecuaciéon (2% = % = 1; integrando:

x(x)=-x+C; A,=y>—x+C

A= [2x%y + BT+ (¥2 — x + O)k  Imponiendo la tercera condicién

A1,11) = B+ B®)]i+Ck=3 - B(x)=0; C=0; Portanto
Solucién particular del potencial vectord = (2x2y)T+ (y% — x)k
Solucion general del potencial vector:

A=A+4Vp= C+2x%y)i+2]

L R LS T
5] TG, Ty —x0)k

4. Dado un campo escalaxfy z) y un campo vectoriaG = G(x y z) cuyas componentes
son:G, = f; G, =2f; G, = 3f , se cumple qué = Wf y que el campd toma el
valor f(0,0,0)=4.

a) Hallar el campo escalaxf§ 2) y el campo vectoriaG .
b) Circulacion del campo vectori@ a través de la circunferencid + y* = R?.
c) Comprobar si los campbsy G son funciones arménicas

RESOLUCION
a) Teniendo en cuenta qtféz gradf, se cumple que:



_9f _
Gx—a—f} df = f(dx + 2dy + 3dz); C;—f= dx + 2dy + 3dz
of
G, =L=2
v == In f_ x+2y+3z;  f=fo-eXtTEZ = f . eXeVe3?

Gzzg—’;:st fo

Condicionf(0,0,0) = 4;  f, =4; f=4eXtW¥32; G = 4 X*W¥32(7 4 27 4 3k)

b) La circulacion es nula ya que los campos deignéel son irrotacionales
$G-ds=[] (VAG)-dé=[[ (VAVf)-dG=0

c) Los campo$ y G no son funciones armoénicas ya las segundas desvaspecto a x,
Y, Z no son nulas

5. Dado el campo vectorial = yi +x] + (x*> + y?)k . Calcular:
a) Lineas de campo.
b) Flujo del campo vectorial a través de un cilindro de radio R y altiracuyo eje
coincide con el eje OZ.

RESOLUCION

a) Las lineas de campo se obtienen por integrat@bsistema de ecuaciones diferenciales:

I _dy_ 4 xdx —ydy =0; x?>—y2=(,

y x  x2+y?’
ydx _ xdy _ ydx+xdy = dz _ . _
y2 T x2 T x2+y2  x24y2’ d(xy) = dz; xy =2z+C,

b) El flujo es nulo ya que se trata de un campdaoredt adivergente
o= [[vido =[] dividv=0

6. Flujo del campo vectorial % = x27 + 2y2] + z2k a través de la superficie que
delimita un paralelepipedo recto de aristas a, b, ¢ centrado en G(a/2, b/2, ¢/2).
Exprese el resultado en funcion de las arigtasc.

Si el paralelepipedo estuviera centrado en el oride coordenadas ¢,se mantendria el
mismo valor del flujo?

RESOLUCION

Por tratarse de una superficie cerrada, se apliemema de Gauss-Ostrogadsky
divv =2x+ 4y + 2z
O = [[fdivi-dv=[[[(2x + 4y + 22)dv = (2 xc + 4y; + 225)V
® = (a+2b+c)abc

Si el paralelepipedo estuviera centrado en el oriage coordenadas el flujo se anularia al
ser nulas las componentes del centro de gravedad.



7. Dado el campo vectoridl = z%7 + 3y ] — 3z k. Calcular:
a) Potencial escalar asociado a dicho campo ceoridicion de ser nulo en el origen de
coordenadas.
b) Solucion general y solucién particular del poteh vector con las siguientes
condiciones:

- El potencial vectod es perpendicular al eje OX

- La componentd, solo depende de las variables (x4):= A4,(x,y)

- La componentd,, solo depende de las variables (x&):= A, (x, z)
c) Laplaciano del campo vectorial, indicando si sus componentes son funciones
armonicas
d) Circulacion del campo vectori@l a través de la curva que limita una circunferencia
situada en el plano XOZ con centro en C(2,0,3)djor&=2

RESOLUCION

a) Potencial escalar

Para que exista potencial escalar, el campo vattebe ser irrotacional o conservativo.
El rotacional del campo es:

i § K
Fav=ll 2 2 |oop
VAV = ox o o 2z) # 0

z?2 3y -3z

Por tanto, no existe potencial escalar

b) Potencial vector:

Para que exista potencial vector, el campo vedtoelae ser solenoidal o adivergente
divv=3-3=0

Por tanto, existe potencial vector tal que= VAA

La primera condicion (potencial vectdres perpendicular al eje OX) implica gdg= 0

N L - A, 0A
I ] Kk M 5~ o =7

S A ) 34,

V=t 5 (2) 5Z=-3y Integrandol, = —3yx + a(y,2)
0 Ay A, (3) 22=-3z Integrandol, = —3zx + B(y,2)

La segunda condiciod, = A,(x,y), implica que la funcidm(y, z) = 0, por lo que
A, = —3yx

Para calculag (y, z), obligamos a que se cumpla la ecuacién (1):

3
—3x + 3x — L2 = 72, 20D = 72 integrandqf (y, 2) = —Z +¥(¥)

La tercera condiciom, = A, (x, z), implica que la funcionr(y) = 0, por lo que
3
Ay, = —3zx — Z?



- 3 g
La solucion particular del potencial vector 4s= (—3zx — Z?)j —3yx k

La solucién general del potencial vector se obtiafi@diendo a la solucidén particular un
campo arbitrario de gradiente@: =A+Vp = % 7+ (% —3zx — Z?B)f+ (% — 3yx) k
c) El laplaciano del campo vectorial se obtiene a partir de la expresion:

AD = Av, T+ Avy, ] + Av,k = 21
La componentev, no es armonicay, Yy v, si son funciones armoénicas, ya que sus
laplacianos son nulos.

d) Circulacion del campo vectori@ a través de la curva que limita una circunferencia
situada en el plano XOZ con centro en C (2,0,3dya R=2
Se aplica el teorema de Stokes, por tratarse dewma cerrada:
L=¢5-dé = [[(VAD)dG
Teniendo en cuenta qu& = daj; VAD = 2z]; z; = 3; 0 = nR? = 4x, se obtiene:
L=¢5-dé = [[(VAD)dG = [[ 2z do = 22,0 = 24



