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5.1 Introduccidon

@ Una gran variedad de propiedades geométricas se basan en la
posibilidad de medir segmentos y los angulos entre ellos.

@ La estructura de espacio vectorial que se ha estudiado hasta
ahora no permite calcular longitudes de segmento, distancias
entre los mismos o los angulos que forman.

@ Para poder realizar estas operaciones es necesario introducir una
“métrica” en el espacio vectorial. Esta métrica se introduce
definiendo una aplicacion que recibe el nombre de producto
escalar.

@ Todo espacio vectorial sobre el que se ha definido un producto
escalar recibe el nombre de espacio euclideo y del estudio de sus
principales propiedades y aplicaciones se va a ocupar este
capitulo.
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5.2 Definicidn de producto escalar y de espacio
euclideo

Definicion 5.1
Dados dos vectores x ey de un R-espacio vectorial, E, toda aplicacion

ExE - R
(x,y) — x-y

que verifique:
Q@ xy=y-x VX, y €E (simetria),
Q@ x-x>0 Vx €E (x #0) (positividad),

Q (Ax+py)-z=Xx-2)+u(y-2z)VX,y,z€E,V\,n e R
(bilinealidad);

recibe el nombre de producto escalar.
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Proposicién 5.1

vxe E;x-0=0-x=0.

Definicién 5.2
Un R-espacio vectorial sobre el que se ha definido un producto
escalar recibe el nombre de espacio euclideo.
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I
Ejemplo 5.1

Algunos casos particulares de espacio euclideo son los siguientes:
@ En R® se puede definir el siguiente producto escalar:

X-Y =X1y1 + Xo)o + X3V3

donde (X1, X2, x3)! € (y1, 2, ¥3)! son las componentes de los
vectores x e y en una base {e;} de R®. R® con este producto
escalar es un espacio euclideo.

@ R’ con el siguiente producto escalar también es un espacio
euclideo,
n
X Y= Xyi=XYi+...+XYn
i=1

donde (xi,...,Xn) e (y1,...,¥n)! son las componentes de los
vectores x e y en una base {e;} de R".
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I
Ejemplo 5.1 (cont.)

@ R con el siguiente producto escalartambién es un espacio
euclideo,

XY =X1Y112X2)2o+3X3Y3+X1 Yot X1 Y3+ Xo Y1 +2X2 Y3+ X3)1+2X3)2 =

1 1 1 )2
(x1,X%,x%) [ 1 2 2 v | =x'Gy
1 2 3 Y3
donde (X1, X2, x3)! € (¥4, ..., yn)! son las componentes de los

vectores x e y en una base {e;} de R®. G es la matriz asociada al
producto escalar en la base {e;} (ver la siguiente definicion).
Existe una base de R® en la que la expresién de este producto
escalar es igual a la del ejemplo 1 (existe una base de R® en la
que la matriz asociada a este producto escalar es la matriz
unidad).
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Ejemplo 5.1 (cont.)

@ P3(x) con el siguiente producto escalar también es un espacio
euclideo,

p(x) - g(x) = poQo + P1G1 + P2Q2 + P3q3

donde (po, 1, P2, P3)' ¥ (o, 91, 92, 93)" son las coordenadas de
p(x)y q(x) en la base {1, x, x2, x3} de Ps(x).
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Definicion 5.3

Sea E un espacio euclideo de dimension finita. Si dim(E) = n,
{ey,...ep} es una base de E y se conocen los n® productos escalares
e -e; (i,j=1,...,n), entonces el producto escalar de dos vectores
X,y €E se puede expresar como:

n
X-y=> gyxy=x'Gydonde G=(gy) ygj=e;-€ (i,j=1,...,n)
ij=1

siendo (xq,...,xn)t e (ys,...,yn)! las coordenadas de x ey en la base
{ej} y G la matriz de Gram del producto escalar en la base dada (o,
simplemente, matriz del producto escalar en la base dada).
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Observacion 5.1

La matriz G es una matriz simétrica (e; - €; = €; - e;) y definida positiva
(x!Gx >0 Vx # 0).

Observaciéon 5.2

Una matriz G, simétrica y cuadrada de dimension n, es definida
positiva si y solamente si

g1 ... G

|Gij| >0, i=1,...,n; con G; = : c 5

g1 ... G
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Ejemplo 5.2 (Casos particulares de matrices de Gram)

@ En el caso 5.1 del ejemplo 5.1 la matriz de Gram del producto
escalar es:

100 100 Vi
/3: 010 —)X-y:(X1,X2,X3) 010 ) Z) o
00 1 00 1 Vs

Los productos escalares de los vectores de la base seran

e1-e1:1,e2-e2:1,e3-e3:1

e1 ‘ezzo’ e1 ‘e3:07 e2‘e3:0 }_>e[ej 5,7 (I7_I 17273).

@ La matriz de Gram del producto escalar
XY =X V1 + X1 Vo + Xo¥1 + 2X2yo definido sobre R? es:

G— 1 1 ei-e1=1,e;-ex=1
- 1 2 /) e -e1=1,6e-€=2
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Ejemplo 5.2 (cont.)
@ En el caso 5.1 del ejemplo 5.1 la matriz de Gram del producto

escalar es:
1 1 1
ei-eg=1,e4-ex=1,e1-e3=1
G=|1 2 2 |.
1 2 3 eg-e2:2,e2-e3:2,e3-e3:3
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Proposiciéon 5.2 (Cambio de base)

Dado un espacio euclideo E de dimensién n, si la expresion del
producto escalar del espacio euclideo en una cierta base {e;} de E es

34
xX-y=(x9,...,%)G

Yn
y Su expresion respecto a otra base, {u;}, es:

/

Y3
X-y=(x{,...,x,)G :
/

Yn
entonces
G = P'GP
con P = (Uy ...Up)(e, (Matrizde cambio de base de {u;} a {e;}).




Observacion 5.3

Dadas dos matrices A, B € M,(R), se dice que Ay B son congruentes
si existe una matriz Q € M,(R) (Q inversible) tal que A = Q'BQ.

Proposicién 5.3

Si A € My(R) es una matriz simétrica definida positiva, entonces la
matriz I, es congruente con A (3P € M,(R) (P inversible) tal que
I, = P'AP).
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Proposicién 5.4

Sea E un espacio euclideo y x - y el producto escalar definido sobre E.
Existe una base de E en la que la expresion del producto escalar es:

Yi n
X.y:(X17...,Xn)ln :ZXIYI
Vn i=1

Definicién 5.4
Sea E un espacio euclideo. Se llama norma euclidea de un vector
x €E y se representa por ||x|| al siguiente numero real: ||X|| = vX - X.
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Ejemplo 5.3 (Casos particulares de normas euclideas)

@ La norma euclidea de un vector del espacio que aparece en el
caso particular 5.1 del ejemplo 5.1 sera:

Xl = /()2 + ()2 + (xa)2

@ La norma euclidea de un vector del espacio que aparece en el
caso particular 5.1 del ejemplo 5.1 de espacio euclideo sera:
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Ejemplo 5.3
@ Dado el espacio euclideo formado por el espacio vectorial R° y el
producto escalar

\%)

3 3
XY =X1Y1+2X0)o+2X3)3+X1 Yo+ Xo )1 +§X1 Y3+§X3Y1 +2X0)3+2X3Y!

la norma euclidea de un vector de dicho espacio sera:

x|l = \/(X1 )2 +2(x2)? + 2(x3)2 + 2X1 X2 + 3X1 X3 + 4XoX3

Definicion 5.5
Sea E un espacio euclideo. x € E es un vector unitario si ||x|| = 1.

Proposicion 5.5 (Formula del paralelogramo)
vx,y €E se verifica ||x + y||2 + ||x — y||? = 2 ||x||? + 2]|y]| 2.

v
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Proposicién 5.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Dados x,y €E (E es un espacio euclideo), se verifica:

-y < [Ix] |yl

Proposicién 5.7

Sea E un espacio euclideo. La aplicacién norma euclidea
(/-] - E — R) verifica las siguientes propiedades:

Q x| >0VxeE

Q |Ix|=0Ssix=0

Q ||Xx|| = |\ ||x|]| Yx €E, VA e R

Q [x+y| <|x||+ |ly]] Vx,y €E (desigualdad triangular)
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Definicion 5.6
Dados dos vectores x ey de un espacio euclideo E, se define la
distancia entre x ey como

d(x,y) =[x — ||

Proposicion 5.8

La distancia entre dos vectores de un espacio euclideo verifica las
cuatro propiedades siguientes:

Q d(x,y) >0, vx,y €E

Q d(x,x) =0,Vx €E

Q d(x,y) =d(y,x), vx,y €E

Q d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vx,y,z €E
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Definicién 5.7
Dados x,y €E, el escalar ——
forman los vectores x ey,

HXI|||y|| representa el coseno del angulo que

x-y

cos( X
) =iyl

Observacion 5.4
Obsérvese que debido a la desigualdad de Schwarz se asegura que
cos(x,y) € [-1,1].
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Ejemplo 5.4
En el espacio euclideo formado por R® y el producto escalar

2 -2 0 V4
X-y:(X1 Xo X3) -2 3 1 Yo
0 1 2 Y3

calcular ||a||, ||b]| , el &ngulo que forman ay b y la distancia entre a 'y
b, siendoa = (1,2,1) yb = (1,1,0)".

2 -2 0
G=| -2 38 1
0o 12
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lal = )G

bl = G(
1
a-b = (1 2 (1

0

_ N =
N———
I

[ QI QU

)
254)(3))3

o~

a-b 3 1
a,b) = = angulo(a, b) =5 radianes
os@:0) = T = viz qulo(a,b) =g
0
d(a,b) = [a-b|=](0,1,1)= 1] =Vv7
1
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5.3 Bases ortogonales y ortonormales

Definicién 5.8
Sea E un espacio euclideo. Se dice que dos vectores de E, x ey, son

ortogonales si
x-y=0

Proposicién 5.9

(Teorema de Pitagoras) Si x e y son dos vectores ortogonales de un
espacio euclideo entonces:

2 2 2
X+ vl = [Ix[I + [yl
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Definicién 5.9
Sea E un espacio euclideo de dimension n y {a;} una base de E. Si
ai-a;=0¢(,j=1,...,n i #j) se dice que {a4, ... ,a,} es una base

ortogonal de E.

Observacion 5.5

La matriz del producto escalar en esta base sera diagonal (con todos
los elementos de la diagonal mayores que cero).

Definicion 5.10

Se dice que una base de un espacio euclideo de dimension n es
ortonormal si verifica las dos propiedades siguientes:

@ {a;} es ortogonal,
Q |a|=1,i=1,...,n
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Observacion 5.6

Las dos propiedades que caracterizan una base ortonormal se
pueden resumir en una sola: a;-a; = d6;, i,j=1,...,n.

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacio euclideo Algebra Lineal 25/76



Observacioén 5.7

Si {a;} es una base ortonormal de un espacio euclideo E, la expresion
del producto escalar en dicha base sera:

10 ...0 )z
01 ... 0 Yo
X-y=(Xq,X2...,Xn) o o :
0O 0 ... 1 Yn

y la norma de un vector x € E,

x| =
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Observacion 5.8

Si {a;} es una base ortonormal de un espacio euclideo E y u es un
vector de E, entoncesu = (u-a)a; + (u-a,)az + ...+ (u-a,)a,.
Dicho de otro modo: la coordenada j-ésima de u en la base {a;} se
obtiene multiplicando escalarmente u por a; (u; = u - a).

Observacion 5.9
Si {a,} es una base ortogonal de un espacio euclideo entonces

{ a; ap ap }
lar]l” flazl|” " [lan]|

es una base ortonormal del mismo espacio euclideo.
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Observacion 5.10

La definicion de base ortogonal y base ortonormal se puede
generalizar a un conjunto cualquiera de vectores:

Q {x;,...,x,,} C E es un conjunto ortogonal si Xx; - X; = 0 para i # j
Lf=1,...,p. '

Q {)(_1,...,xp} C E es un conjunto ortonormal si X; - X; = 6{,
Lhf=1,...,p.

Proposicion 5.10

(Teorema de Pitdgoras generalizado) Si E es un espacio euclideo y
{X1,...,Xp} un conjunto ortogonal de E, se verifica:

2 2 2 2
X1 4+ Xz + ... 4+ Xpl|" = (X1 |7 + [IX2[|" + ... + [|Xp]]
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Proposicién 5.11

En un espacio euclideo todo conjunto ortogonal formado por vectores
no nulos es un conjunto linealmente independiente.
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5.4 Proyeccion ortogonal

Definicion 5.11

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E. Se dice que
un vector x € E es ortogonal a W si x es ortogonal a todos los
vectores de W. |

Observacion 5.11

Para comprobar que un vector x de un espacio euclideo es ortogonal
a un subespacio, W, de dicho espacio euclideo, basta con comprobar
gue es ortogonal a todos los vectores de una base cualquiera de W.
Si{aq,...,ap} es una base de W entonces:

x ortogonala W < x-a;=0,i=1,...p
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Definicion 5.12

Dado un espacio euclideo E y dos subespacios de E, V y W, se dice
que V y W son ortogonales si todos los vectores de V son
ortogonales a W (o, lo que es lo mismo, fodos los vectores de W son
ortogonales a V).

Observacion 5.12

Para comprobar que dos subespacios vectoriales de un espacio
euclideo son ortogonales basta con comprobar que los vectores de
dos bases cualesquiera de cada uno de ellos son ortogonales entre si.
Si V'y W son dos subespacios vectoriales de un espacio euclideo,

{a4,...,ap} esunabase de Wy {uy,...,ug} es una base de V
entonces:
Vesortogonala W< a;-u;=0,i=1,...,p;, j=1,...,q
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Definicién 5.13

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E. Se
denomina subespacio ortogonal a W y se representa por W+ al
conjunto formado por todos los vectores de E ortogonales a W. Este
conjunto, como su nombre indica, es un subespacio vectorial de E.

Observacion 5.13

W+ es el mayor de los subespacios que son ortogonales a W, en el
sentido de que cualquier otro subespacio de E que sea ortogonal a W
estéa incluido en W+,

o
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Observacion 5.14

Si se conoce una base de W, {a4,...,ap}, se obtienen unas
ecuaciones implicitas de W+ obligando a que los productos escalares
de los vectores de W+ por cada uno de los p vectores de la base {a;}
sea cero:

Wt={xcE x-a,=0,i=1,....p}

Teorema 5.1 (Teorema de la proyeccion)

Si W es un s.e.v. de dimension finita de un espacio euclideo E,
entonces cualquier vector v de E se puede expresar de forma unica
como

V=W, +W>

endondew; € W yw, € W+,
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Observacion 5.15

Para la demostracién del teorema anterior hay que tener en cuenta,
por la definicion de ortogonalidad, que Wy W+ son suplementarios
en E ya que:

Q@ Wnwt={o},

Q W+ wt=E

Definicion 5.14

En el teorema anterior wy recibe el nombre de proyeccion ortogonal
de v sobre W y se representa por Pr | V.

Definicién 5.15

En el teorema anterior w, recibe el nombre de complemento
ortogonal de v respecto a W.
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Proposicion 5.12 (Calculo de la proyeccion ortogonal)

Sea W un s.e.v de dimensién p de un espacio euclideo E de
dimensién ny matriz de Gram G = I,. Si se conoce una base
cualquiera, {a;}, de W, la proyeccion ortogonal de un vectorv € E
sobre W esigual a

p
Wi =Priyv=> xa;=Ax, A=(ay,--ap). (1)
i=1
Teniendo en cuenta el teorema de la proyeccién
vV-w;c W= Allv—w;)=0

y las X = (xy,--- , Xp) son solucion del sistema

AlAx = Alv. 2)
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Observacion 5.16
Si la matriz de Gram de E es distinta de /,, el sistema anterior queda

AlGAx = A'Gv
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Observaciéon 5.17

Si se despeja x en (2), se obtienen las coordenadas de la proyeccion
ortogonal de v en la base {a;}:

Priwva, = x = (A'A) "1 Alv.

Sustituyendo x en (1) se obtienen las coordenadas de Pr|yV en la
base de referencia, ortonormal, de E:

Priwve, = X' = A(A'A)~ 1 Alv.

La matriz
Py = A(AA)TA!

recibe el nombre de matriz de proyeccion sobre W.
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Observacion 5.18
Si la base de referencia en E no es ortonormal (G # I,), la matriz de
proyeccion es

Py = A(AIGA)1AIG
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Observacion 5.19

@ Si{ay,...,ap} fuera una base ortonormal de W, A'A = I,
(A'GA = I, si la base de ref. de E no es ortonormal) y la matriz
de proyeccién sobre W se simplifica:

Py = AA! (P = AA'G).

@ Si{ay,...,ap} fuera una base ortogonal de W, A’A =D
(A'GA = D, si la base de ref. de E no es ortonormal) y la matriz
de proyeccién sobre W se simplifica:

Py =AD At (Py = AD'A'G).
con

0 Si i#]j .
DZ(dij),dij:{a/-aj i Iij’ /’j:‘]’...p.
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Observacion 5.20
@ Si{cq,...,cp} es una base ortonormal de W:

p
Priwv = (V-C1)C1 + ...+ (V-Cp)ep =) _ (V-Ci)ci.

i=1

@ Si{u4,...,up} es una base ortogonal de W:
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Observacion 5.21
Si wy es la proyeccién ortogonal de v sobre W entonces

lv—wq|| <|v—12| Vze W.

Expresado de otro modo: La mejor aproximacion de v mediante
vectores de W es la proyeccion ortogonal de v sobre W.
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Resumen
v
V— W,
w; = Prlypv
- |
Vz e W

(v—wp)-z=0

lv = wi[| = min |[v — 2|
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5.6 Aproximacion por minimos cuadrados

Hasta ahora cuando nos hemos encontrado con un sistema
incompatible, nuestra Unica respuesta ha sido “no tiene solucién”. En
esta seccién vamos a ir un paso mas alla en lo que respecta a estos
sistemas sin solucién. Si un sistema Ab =y no tiene solucion, vamos
a intentar encontrar un vector b* tal que el vector residuo r = Ab* —y
sea lo mas pequeio posible. La pseudosolucion b* recibe el nombre
de aproximacién por minimos cuadrados de b.

Empezaremos con el caso en que el sistema tiene dos incognitas y
luego generalizaremos. Desde el punto de vista practico, el caso con
dos incAgnitas coincide con el problema de ajustar una nube de
puntos en el plano con una recta.
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Consideremos las matrices

X4 Vi
1 x b
a-l D cix) y= 2] b=(P) o
1 X Yn

donde by y by son las incognitas a determinar.

Silos n > 2 puntos (x;, y;) estan sobre una recta entonces el sistema
y =by1 + bix = Ab es compatible y determinado (dos ecuaciones
distintas determinan la recta, las demas son combinaciones lineales
de aquellas): geométricamente el vector y pertenece al subespacio de
R" engendrado por las columnas de A — (1,X) .

v
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Si no estan sobre una recta el sistema es incompatible. Hallemos en
este caso el vector y* = Ab* de dicho subespacio (combinacién lineal
de las columnas de A) mas préximo al y en el sentido de la norma
euclidea, es decir, tal que:

n
Min [ly — Ab* |2 = Min 3" [y; — (b5 + bi )
i=1

Ello equivale a que y — Ab* sea ortogonal a (1, x):
Al(y — Ab*) = 0.

Por lo tanto y* = Ab* es la proyeccion ortogonal de y sobre (1, x)
(proyeccion ortogonal de un vector perteneciente a un e.v. de
dimension n sobre un s.e.v. de dimension dos).
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Resulta el sistema
AlAb* = Aty (4)

que, desarrollando los productos, queda
(o s ) (8) - ()
X Y xP b; D XiYi

El rango de AlAes el de Ay el sistema tiene solucién Gnica si, y s6lo
si, el rango de A es 2, es decir si al menos hay 2 abscisas x; distintas.
En ese caso

b* = (A'A) " Aly.
Es mas rapido resolver (4) sin invertir la matriz A'A, obteniéndose

b = EXiYi;(ZXi)(zz:}/i)/n’ (5)
Xt = (2 x)"/n

X _ S _
by = y—bix (X=Xxi/n y=2xy/n). )




El procedimiento anterior se puede aplicar al caso general de k + 1
incognitas:

Yi = bo + biXj1 + boXip + - + byxik, F=1,...,n(n> k),

llegando al mismo sistema (4) con

bo

1 X1 X2 .. Xk Y1 b,

A | 1 X1 X2 . X y= 2 b=| b
1 Xm Xpo oo Xpk Yn bk

En este caso se estaria ajustando una nube de puntos contenida en
un espacio de dimension k + 1 con un hiperplano de dimensién k
mediante |la proyeccién ortogonal de un vector perteneciente a un e.v.
de dimension n sobre un s.e.v. de dimensién k + 1.
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Observacion 5.22
En el caso anterior

n ZXn ZXQ Exik
SXi o X3 Y XiX . Y XX
2
AA=| X Xo > XiXp Xip e D Xi2Xik
2
Do Xik Do XXk Do XigXik D Xik
en donde la suma se hace sobre las componentes de cada uno de los
vectores X, por ejemplo > Xi1Xi2 = >.1_; Xi1 Xiz-
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5.5 Método de ortonormalizacion de Gram - Schmidt

@ Sea E un espacio euclideo y {X1,...,Xp} un sistema linealmente
independiente de E. El método de Gram - Schmidt obtiene a
partir de {X1,...,Xp} un sistema ortonormal {y1,...,yp} tal que
(X1, ..., Xp) = (Y1,---,¥p) -

@ En particular si {x1,...,Xp} fuese una base de E se habria
obtenido una nueva base, {y1,...Yp}, ortonormal de E.

@ Se comenzara aplicando el método a un caso particulary a
continuacion se extendera a un caso general.
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Ejemplo introductorio
Supéngase el espacio euclideo formado por R® y el producto escalar

Xy = 2X1¥1 +3Xoyo +2X3Y3 + X1Y2 + XoY1 + XoY3 + X3Y2

2 10 Y1
= (x,Xx,x3)( 1 3 1 y2 | =x'Gy
01 2 V3

referido a la base {eq, ez, e3}. Determinese una base ortonormal del
espacio euclideo anterior.

Se parte de una base cualquiera de R®, por ejemplo (la méas sencilla)
{e1,e2,e3} y se realizan los siguientes pasos:

1. Se escoge uno de los vectores de la base, por ejemplo e4:

z,=e;=(1,0, O)Qei}.
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2. Se proyecta uno de los vectores de la base {eq,e,, e3} distinto a
e, por ejemplo e, sobre el subespacio generado por z;. El
complemento ortogonal de e, que se llamara z,, sera ortogonal a
z, y serd el segundo vector de la nueva base:

t

€o - Z4 1 )
2, =€, — Pr e =es — zy=(——-,1,0 .
2 2 \<z1> 2 2 z, 2, 1 ( 5 o)

3. Se proyecta el vector restante de la base, es, sobre el subespacio
generado por z; y z,. El complemento ortogonal de e sera
ortogonal a zy y z, y sera el tercer vector de la nueva base:

t
. . €324 e3-Zp_ 1 2
z3 = e3—Pr|;, 2,)€3 —93—z1 _2121—22_2222— 57—571 o
i
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{z1,25,23} es un base ortogonal de R®. Para obtener una base
ortonormal se dividen los tres vectores por sus respectivas normas:

C ——21 —l g) C ——22 —E _11/2
Uzl vz {}’2 2l s\ o )
e; €
25 V5 1/5
C3=-——-=--| -2/5
=l e\ )
€

{c1,¢2,¢3} es una base ortonormal de R°.

» Animacioén grafica del método G-S. Lucas Vieira, Public domain, via Wikimedia Commons

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacio euclideo Algebra Lineal 52/76


https://www.youtube.com/watch?v=Ys28-Yq21B8

Descripcién del método de Gram - Schmidt para un caso
general

Sea E un espacio euclideo de dimension ny {xy,...,Xp} un conjunto
de p vectores linealmente independientes de E (p < n). Se obtiene un
conjunto ortonormal de vectores {y1,...,Yp} tal que (X1,...,Xp) =
(Y1, -.,Yp) del siguiente modo:
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1.
Z1 = Xq.
De esta forma se asegura que (z¢) = (X1).
2.
Zp = Xo — Pr| iz, X2 = X _Xerz,
2 = X2 (z1)X2 27 2z

De esta forma se asegura que:

z, # 0 debido a que xo ¢ (X1) = (21).

{z1,2,} es ortogonal debido a que z; es ortogonal a z;.

{21, 2,} es linealmente independiente debido a que todo conjunto
ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.
(z1,22) = (X1, X2) debido a que z; es igual a Xy y z, es combinacién
lineal de z1 y X2 y por lo tanto de x; y X».
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k+1. Supoéngase calculados z4,...,2zx (k < p— 1) tal que {z1,...,2(}
sea un sistema ortogonal y que (Xq,...,Xx) = (Z1,...,2k).
Para construir el siguiente vector se hara:

Xki1-Zj
z =X — Pr X = Xgi1— — 2.
k+1 k+1 ‘<z1,...7zk) K+1 k+1 ; 2.2 O
De esta forma se asegura que:
@ Zy1q 76 0 debido a que Xg41 ¢ <X1,. .. ,Xk> = <Z1, - ,Zk>.
@ z,,1 esortogonal a {zy,...,2,} ya que 2,1 es el complemento
ortogonal de X1 respecto de (z4,...,2z).
e {z4,...,2Z,41} €s un conjunto ortogonal y, por lo tanto, linealmente
independiente.
® (Xq,...,Xk+1) = (Z1,...,2Zky1) debido a que z,1 es combinacion
lineal de {z1,...,2zx, Xk, 1} y por lo tanto de {X1, ..., Xx+1}-

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacio euclideo Algebra Lineal 55/76



xp zi,
Zp=Xp—Priiz 2, \Xp =Xp— Z Zj.

I

El conjunto {zy,- - -z} es un conjunto ortogonal. Si se divide cada
uno de los vectores por su norma:
zZ, .
= ——i=1...
yl ”ZIH 9 9 7p7

se obtiene una base ortonormal {y;, - - -y, } que verifica

<y1 ) yp> <X1 ) xp)-
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5.7 Producto vectorial y producto mixto

Definicién 5.16

Sea E un espacio euclideo de dimension 3 y {e1,e.,e3} una base
ortonormal de E. Dados dos vectores u =uieq + U-€s + Usez ¥

V =vieq + Wes + Vses, el producto vectorial de ambos es otro vector
de E definido del siguiente modo:

U U u U uy U
Vo V3 Vi V3 Vi W
= (U2vs — UgV2)eq + (UgVy — Uy V)€ + (Ug Ve — UpVy)es

= ) e(0)Us(1)Vo(2)80(3)

oEY]

W = UxXV= = es + €3
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Observacion 5.23
El producto vectorial es una ley de composicion interna en E

x: ExE — E
(uv) - w=uxv

Definicion 5.17

Sea E un espacio euclideo de dimension 3 y {e1, e, e3} una base
ortonormal de E. Dados tres vectores de E, X =x1€1 + X2€> + X3€3,

Y =yi€1 + yo€s + yse3 yZ =z1e1 + Zo€s + Zzes, el producto mixto x,
Y y z es el siguiente real:

[X,y,2] = X-(Yyx2)=x1(YoZ3 — ¥322) — X2(y123 — Y3Z1) +
X1 Xo X3
X3(Y1Z2 —Y221) = | V1 Yo Y3 |= Z €(0)Xo(1) Yo (2)Z5(3)
21 2o 23 oEY 3
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Observacion 5.24
El producto mixto es una aplicacionde E x E x Een R:

[,.,.]: EXEXE — R
(u,v,w) — [u,v,w]=u-(vxWw)

Ejemplo 5.5

@ Calcule el producto vectorial de u =(1,2, 1)y v =(1,1,2)!
(referidos a una base ortonormal {e;}).

@ Calcule el producto mixto de los vectores w = (1,0, 2)?{ei},
u=(1,2,1)f,, yv=1,1,2).
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Solucion:
o
UxV — 2 1 11 . 1 2 e
T2 1272711 173
= (4-1)es —(2—-1)ex + (1 -2)eg = (3, -1, -1){e,
o
1 0 2
Ww,uvl=w-(uxv)=1 2 1 |=1
11 2



Propiedades del producto vectorial y del producto mixto

@Q [u,v,w] =u-(vxw)=0siysolamente si {u,v,w} es un sistema
linealmente dependiente (en particular el producto mixto sera nulo
si dos de los vectores son iguales).

©@ u x v = —v xu (el producto vectorial es antisimétrico).

©Q (uxv)xw=#ux (vxw) (no es asociativo).
Qux(V+w)=uxv4+uxw; (V+W)XU=Vxu+wxu.

Q@ ||u x v|| = ||u]| ||v|sin 6. Siendo 6 el &ngulo que forman uy v.

© uxvesortogonalauyav.

@ u x v =0siy solamente si u y v son linealmente dependientes.
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Observacion 5.25

La norma del producto vectorial de dos vectores de E representa el
area del paralelogramo que se construiria colocando ambos vectores
con un mismo origen y trazando por el extremo de cada vector una
paralela al otro vector.

Observacion 5.26

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores de R® representa
el volumen del paralelepipedo que se construiria colocando los
vectores con un mismo origen y trazando el resto de las aristas
mediante paralelas a dichos vectores.
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Observacion 5.27

Se ha dado una definicién particular de producto mixto y producto
vectorial que Unicamente es valida para espacios euclideos de
dimensién 3 y bases de referencia ortonormales. Las definiciones mas
generales de producto mixto y producto vectorial se salen de los
objetivos del presente curso.
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Ejercicios J

@ Dados dos polinomios pertenecientes a P»,
p(x) = ag + a1 x + axx?y q(x) = by + by x + box?, se define el
producto escalar de p por g como:

p(x)-a(x)=p-q4=

2apby + 4a1by + 4asbo — 2agby — 2a1bg + 2a-by + 2a1bo

Se pide:

Q@ Sif(x)=14+x+x2yg(x) = x2 hallar f(x) - g(x).

@ Determinar ||f(x)]| y [|lg(x)].

© Hallar el angulo que forman los polinomios f(x) y g(x).
Solucion:

0 f(x)-g(x) =

@ [f(x)] = fy 190l =2
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@ cos(f,0) =
0 d(f(x),9(x)) = v2
© Considérese el espacio euclideo formado por el espacio vectorial
R® y el producto escalar x -y =
2X1Y1+9X2Y2+9X3Y3 —4X1 Y2 —4XoY1+2X1Y3+2X3Y1 —DX2Y3—OX3)2
expresado en una cierta base {eq, e,,e3}. Se pide:

@ determinar una base ortonormal del espacio euclideo.
@ determinar las coordenadas del vector X = e; + e, en la base
ortonormal hallada en el apartado anterior.

Solucioén:
Q Base c:rtonormatl: {u11 = %(1,0,0)%}, uz = (2,1,0)f,,
Us = 75 (1. 1 1)}
0 x=—V2u; +up

"Existen infinitas bases ortonormales, por lo tanto esta no es la tinica solucion
correcta
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© Considérese el espacio euclideo formado por el espacio vectorial
E de dimension 3 y el producto escalar
X Y =2xX1)1 + 3Xay2 + 2X3Y3 — 2X1)2 — 2XoY1 + Xo¥/3 + X3V2(e;}-
Se pide:
@ hallar una base ortonormal del subespacio ortogonal a F, en
donde F es el subespacio generado por el vector (1,1, —1)¢,
@ calcular la proyeccién ortogonal del vector x = (2, 1,2)! sobre el
subespacio ortogonal a F,
© hallar una base ortonormal de E, {c1,¢€5,C3}, enla que ¢ y ¢z son
vectores de la base ortonormal del ortogonal a F. Repetir el
apartado b) expresando los vectores y el producto escalar en la
base {c+,¢,,c5} . Comprobar que el resultado obtenido es el
mismo.
Solucioén:

o Fl = <b1 = (17070)f{e;}7b2 = (07170)29i}>7

Base ortonormal de F+ : {01 = %(1,0,0)’{&_}7 c =1, 1,0)iei}},
@ Prlr x=(4,3,0)t,,
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© Base ortonormal de E : {¢1,€;,¢3} con ¢z = (—1,—1,1){4,,
Pr |FL X = (\/E, 37 O)ELcl} :(47 3’ O){{el}

© Sea B = {vy,V,,Vv3} una base de un espacio euclideo de
dimensién 3 que verifica:

Vi-Vo=0,vy- Vi =1, Vo -Vo =1 V3 -V3=2

y ademas 2v, — v € (vq,Vv3)" . Se pide:

@ obtener la matriz del producto escalar respecto de la base B,

@ aplicar el método de Gram-Schmidt para calcular a partir de B una
base ortonormal. ;Qué matriz tiene asociada el producto escalar
en dicha base?,

© calcular el angulo formado por los vectores v, y v3, asi como el que
forman vy — vo y Vi + Vo,

@ ;cudles son las coordenadas de un vector w respecto de la base
ortonormal calculada si respecto de la base Bsonw = (1,3, —1)! ?
Calcular la norma respecto de las dos bases. ;,Qué relacién hay
entre los dos valores obtenidos?, razénese la respuesta.
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Solucion:
1 0O
Q@ G=|0 1 1
0o 1 2

@ Base ortonormal: {¢1 = Vy,€2 = V2,C3 = —V2 + V3}.

® Angulo formado por los vectores vz y v3 = 7, angulo que forman
Vi —VoYyVy+Vy= %

Q w=(1,2,-1 )5[0,'}' Independientemente de la base elegida

lw|| = V6.
@ En un espacio vectorial V' y respecto de una cierta base
{uq,u,,uz} se define el producto escalar de los vectores
X = X1Uq1 + XoUs + X3U3 € Y = y1Uq + YolUs + YaU3 mediante:

XY = X1Y1+2Xo Yo +2X3Y3+ X1 Yo+ XoY1 — X1 Y3 — X3Y1 — X3Yo — Xo)/3.

Hallar un vector a €V que forme angulos iguales con los vectores
de la base dada.
Solucioén:

U. Kindelan & M.A. Fontelos Espacio euclideo Algebra Lineal 68/76



Todos los vectores que pertenecen al subespacio

{a €V, /a = —3\+3V2\ a =3\ — 2V2\, a3 = )\}

verifican que forman angulos iguales con los vectores de la base
dada.

© En un espacio vectorial V de dimensién 3 se considera una cierta
base {e1,e5,e3} . Hallar la matriz de Gram de un producto escalar
definido en V del que se sabe que:
o |led] = v2y |lezf| = V3,
o el subespacio U = {x1e1 + x2€2 + Xs€3 € VX1 + o + X3 =0} es
ortogonal al subespacio generado por e1,

@ la proyeccién ortogonal de e + e, + e3 sobre el subespacio
generado por e, es 3e;.
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Nota: Pongase la solucion en funcién de cuantos parametros se

necesite.
Solucion:
2 2 2
G=|2 3 4 | paraa>6
2 4 «

@ En R* se considera el producto escalar cuya matriz asociada en
una base {e;} es:

1 1 1 0
1 2 -1 0
G=11 1 9 s
0 0 —6 10

Se pide:
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@ encontrar la proyeccion ortogonal del vector u = (4, — 3){e,
sobre el subespacio V = (vq,Vp) donde vy = (2,1,0, O){e,-} y
V2=(1,0 0){e},

@ obtener una base del subespacio ortogonal a V, V*, asi como la
proyeccion ortogonal de u sobre V.

Solucion:
Q@ Priyu (171,1,0){e}
@ Basede V' = {v3 = (~4,3,0,—1)!,, Vs = (~1,0,3 4){e}}
Prive u=(3,-2,-1,-3) .
© Hallar el area de la figura ABCDE, donde A=(-2,0,0), B=(-1,-2,0),
C=(2,1,0); D=(0,1,0), E=(-1,3,0), suponiendo que las coordenadas
de los puntos estan expresadas en metros.
Solucion: 8 m?
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© Hallar el volumen del prisma determinado por los vectores:
a=(1,2,-1) b=(0,1,2)'yc = (1,2, -3)! referidos a una base
ortonormal.
Solucion: 2u° (u = unidades en las que se han medido las
coordenadas de los vectores).

@ Demostrar las siguientes propiedades del producto vectorial:
Q@ (axb)-c=a-(bxc)=b-(cxa).
@ ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
@ Para estudiar la corrosion de cierta aleacion se ha realizado un
experimento controlado en el que se mide la ganancia en peso de
la muestra Y (en %) (que indica la cantidad de oxigeno que ha
reaccionado) a distintos tiempos de exposicién x (en h)
x| 1 2 25 3 35 |4
y | 0,02 | 0,03 | 0,035 | 0,042 | 0,05 | 0,054

@ Determine los coeficientes de la recta y = b + b; x que ajusta por
minimos cuadrados los datos del enunciado.
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@ ,Cudl es la ganancia en peso aproximada por la recta al cabo de
3.2 horas?

Solucién:
Q@ by =0,0117, by = 0,0072.
@ Para t = 3,2 h la ganancia aproximada es

0,0072 + 0,0117 x 3,2 ~ 0,0445 %
@ Recta por el origen: sea el modelo
Y = Bx

Dado el conjunto de puntos ((x1, ¥1), (X2, ¥2), ...(Xn, ¥n)), halle el
ajuste por minimos cuadrados mediante una recta que pasa por
el origen (y = b*x). Debe plantear el sistema de minimos
cuadrados y obtener su solucién en funcién de las coordenadas
de los puntos de la muestra.
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@® Halle el polinomio Pp(x) = Zj’io bj’.‘xf de grado m que aproxima,
en el sentido de minimos cuadrados, la muestra (x;, y;) de n
observaciones, es decir que hace minimo el valor de:

n

2
Iy = X672 = 3" — Pa(x) = 3 {yf - bfxf]
i=1 J=0

i=1

Debe indicar cudl seria el sistema que habria que resolver para
hallar los coeficientes b en funcion de (x;, yi).

@ Ajuste un polinomio de grado dos a los siguientes datos:

X 1 2 3 4 5 6 7 8
y| 20,6 | 30,8 |55 |714 (973 |131,8 | 156,3 | 197,3
X 9 10

y | 238,7 | 291,7
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Solucién: La matrices necesarias (sistema 4) son

1 1 A 20,6
1 2 4 30,8
1 3 9 55
1 4 16 71,4

x_|1 5 25 7 go

=11 6 36 |'Y " |1318[°~ o

1 7 49 156,3 2
1 8 64 1973
1 9 81 238,7
1 10 100 2917

y la solucién del sistema (X7 X)b = X"y es

12,643
b=| 6297 |.
2,125
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Por lo tanto el polinomio pedido es
y = 12,643 + 6,297x + 2,125x2.
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