5/7/24,10:45 AM Cuestionario del tema 3: Espacios vectoriales. Prof. Ultano Kindeldn | MOODLE UPM - OFICIALES 23-24

Pregunta 1

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Indique cudl de las siguientes proposiciones es falsa.

a. Ladimension de un espacio vectorial V' es el mayor nimero de vectores que pueden formar un conjunto linealmente
independiente de vectores de V.

b. Ladimensién de un espacio vectorial V' es el menor nimero de vectores que pueden formar un sistema generador de V.
La dimensidn de un espacio vectorial V' es el nimero de vectores que constituyen una base cualquiera de V.

La dimensidn de un espacio vectorial V' es el mayor nimero de vectores que pueden formar un sistema generador de v

V.

Explicacién: La proposicion ““La dimensién de un espacio vectorial V' es el mayor nimero de vectores que pueden formar un
sistema generador de V" es falsa porque a cualquier sistema generador de V' se le puede afiadir otro vector cualquiera de V' sin
que deje de ser un sistema generador de V. Las otras tres proposiciones son ciertas.

La respuesta correcta es: La dimensién de un espacio vectorial V' es el mayor nimero de vectores que pueden formar un sistema
generador de V.
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Pregunta 2
Correcta

Se puntua 1.00 sobre 1.00

Suponga que se conoce la relacion entre dos bases de un espacio vectorial V' de dimensidn tres:

€] = s11e1 + s21€2 + s31€3,
= S12€1 1 S22€2 + S32€3,

! = S13€1 + S93€2 + S33€3.

Exprese las coordenadas de un vector v del espacio vectorial V en la base {e; } en funcion de sus coordenadas en la base {e} }.

Se recuerda que

$11 812 813

831 832 833

a (%] vll

Vo =St

U3/ fei} Y/ (e}
b. /o v

() =81 1)/2

U3/ fei} Y/ (e}
¢ v v

Uy = (5! A

U3/ {ei} Y/ (e}
d 0 V) v

(%] =5 ’U’2

U3/ e} U/ (e}

o ¢ t .
Explicacién: v = (’1)1,'1)2,'1)3){6} = (v’l,v;,vg){e{}-
1 7

v Uy S11 S12 S13 Ui
_ / / / / _ /
()] = (el 62 e3 ){el} ’U2 — S921 S99 893 ’1)2
V3 'Ué 831 8392 S33 Ué
/
(% vy
La respuesta correcta es: Vo =S ’Ul2
/
U3 {ei} Ug {e}}
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Pregunta 3
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Determine las coordenadas x1, 2, T3, T4 de la matriz

en la base de M 5(R), formada por las matrices

M1_<0 0) Mz_(O 1) M3_(1 1) M4_<1 0>.
0 1 0 1 0 0 10

a. ry=a—c+dxy=-bzr3=a—cxzy =c

b. 2 =a—b—c+dxys=—-a+b+tcrs=d—czy=c—a.
c. ¢y =a,xz9=bzx3=c x4 =4d.

d zy=a—-b—c+dzys=—a+b+tczz=a—czy=c v

Explicacion: resolviendo el sistema

b
$1M1 +$2M2+333M3+134M4: (a ),

equivalente a

0 0 1 1 T a
0 1.1 0 x| | b
000 1]]|a| |e
1 1 00 T4 d
se obtienen las coordenadas pedidas.
Larespuesta correctaes: 1 =a—b—c+d,xo = —a+b+cr3 =a—cxgy =c.
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Pregunta 4
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

En el e.v. de los polinomios de grado menor o igual que cuatro, se consideran los polinomios: p; (x) =3 -2z + 22 +42% + 24
pa(z) =4 — z + 22 + 62° — 22* p3(x) = 7 — 8z + 3% + 8z + 9z* Hallar una base del subespacio que engendran
P1, P2 Y p3 y determinar las coordenadas en ella de los tres polinomios dados.

Base del s.e.v.: B = {p1, p2, p3 }. Coordenadas p; = (1,0,0)%,p2 = (0,1,0)%, p3 = (0,0,1)%,.
Base del s.e.v.: B = {pi1, p2}. Coordenadas p1 = (1,0)%, p» = (0,1)%,p3 = (5, -2)%. v

Base del s.e.v.: B = {p1, p2, p3}. Coordenadas p1 = (1,0,0)%, p2 = (4, —1,1)%, p3 = (7, -8, 3)%.
Base del s.e.v.. B = {p1,p»}. Coordenadas p; = (1,0)%, p> = (0,1)%, ps = (7, —8)%.

oo T o

Explicacién: Para hallar una base de V : (pl,pz,p3>, en primer lugar hay que determinar la dimension de V' (n) y en segundo
lugar extraer . polinomios linealmente independientes de {pl,pg,pg}. Se pueden hacer las dos cosas a la vez realizando
operaciones elementales en las filas de la matriz que tiene por filas las coordenadas de los tres polinomios en la base
{1,z,2%, 2%, 2*}:

3 -2 1 4 1 3 -2 1 4 1
4 -1 1.6 -2]~10 5 -1 2 -10 1,
7 -8 3 8 9 0 0 0 0 0

de donde se deduce que rg ({p1,p2,p3}) = 2, por lo tanto, dim(V') = 2. Por otro lado, a partir de la matriz escalonada, se
deduce que p1, p2 son linealmente independientes por lo que constituyen una base de V: B = {p1, p2 }. Para determinar las
coordenadas de ps3 en la base B, se resuelve el sistema

3 7 3 4 7
-2 - -8 0 5 —10
g Z1
1 ( ) = 31~]10 0 ( ) = 01,
4 6| " 8 00| " 0
1 -2 9 0 0 0
cuya solucién es z; = 5,2y = —2. Por lo tanto las coordenadas pedidas son p1 = (1,0)%, p2 = (0,1)%, ps = (5, —2)%.

Observacion 1: La solucidn a este ejercicio no es Unica puesto que se podia haber escogido otra base distinta de V' pero una vez
determinada una base, las coordenadas si son Unicas. Por lo tanto, una vez descartadas las soluciones con bases de tres
polinomios (implican dim(V) = 3), quedaria escoger, entre las dos soluciones con base {pl,pg}, cudl tiene las coordenadas
correctas de p3. Para ello, mas rapido que resolver el sistema anterior, es probar cudl de los dos juegos posibles lo verifica.

Observacion 2: Otra forma de resolver el ejercicio es trabajar con la matriz 3 X 5 que tiene por columnas las coordenadas de los
tres polinomios en la base {1, z, z? s mg, m4} y obtener su forma escalonada reducida equivalente:

3 4 7 3 4 7 1 0 )
-2 -1 -8 0 5 -10 01 -2
1 1 3|1~10 0 Ol~10 O 0
4 6 8 0 0 0 00 0
1 -2 9 0 0 0 00 0

A partir de estd Ultima matriz se deduce:
1. 1g ({phPQaPS}) =2— dlm(V) =2
2.Basede V: B = {pl,pg}. Las dos primeras columnas (linealmente independientes) siguen siendo las coordenadas de p; y
P2 (aunque referidas a una base distinta a la original, en este caso a la formada por ellos mismos). La tercera columna es
linealmente dependiente de las dos primeras.
3. Las coordenadas de ps3 son (5, —2)’}B = 5p; — 2p- (la tercera columna, que representa las coordenadas de ps3 en la base
B, esigual a 5 veces la primera menos 2 veces la segunda).
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La respuesta correcta es: Base del s.e.v.. B = {p1, p2}. Coordenadas p; = (1, 0)'39,172 = (0, 1)53.173 = (5, —2)tB_

Pregunta 5

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que dos se considera la base

B={pi(t) =1+t,pa(t) =t + 2, p3(t) = 1 + 2t + 2¢>}. ;Cudles son las coordenadas del polinomio p(t) = 1 + t — ¢*

en la base B?

2,0, 1.
2,-1,1.
2,1,-1. v
2,1,1.

o o oo

Explicacion: resolviendo el sistema

1 0 1 T 1
1 1 2 Ty | = 1],
0 1 2 T3 -1
se obtienen las coordenadas pedidas:
Ty = 2,.’E2 = ].;.’173 =—1.

Que no es otra cosa que el cambio de base de {1,¢,t*} a {p1(t), p2(t), p3(t)}.
Observacion: Al conocer las cuatro posibles soluciones, es mas rapido probar cual de los cuatro juegos de coordenadas es el
correcto, realizando la operacién

I 1 + 1 1 + I3 2

La respuesta correctaes: 2,1, —1.
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Pregunta 6

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea la base de R? {(0,0,1)%,(0,1,0)%,(1,0,0)%}. Las coordenadas del vector (1,0, 0); en dicha base son

Seleccione una:

1. (1,1,1)f
2. (0,0,1)t v
3. (0,1,0)!
4. (1,0,0)

Para hallar las coordenadas de (1, 0, 0)? hay que resolver el sistema

0 0 1 1 1
01 0 z2 | =10},
1 0 0 T3 0

cuya solucién es (z1, 22, z3)" = (0,0,1)".

La respuesta correcta es: (0,0,1)*
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Pregunta 7
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios

U={xeR%/2z; —3zs+23 =0} y V={xeRz =-\z,=2\z3=\)cR*}.

Respecto a U y V se puede afirmar que

U+V=RyUnNV #{0}.
U+V#£RyUNV ={0}.
U+V=RyUNV={0}.v
U+V#R3yUNV #{0}.

o o T o

Explicacién: En primer lugar se obtienen las bases de U y V: base de U: By = {(1,0,—2)*, (0,1, —3)'}, base de V:
By = {(—1,2,1)!}. Para hallar una base de U + V" hay que partir de Byy U By, que es un sistema generador de U + V:

1 0 -2 1 0 -2
0 1 3|~{0 1 31,
-1 2 1 00 -7

como el rango de By U By es tres, los tres vectores constituyen una base de U + V' y dim(U + V') = 3, lo que implica que
U +V = R3. Porotro lado dim(U + V) = dim(U) + dim(V') — dim(U N V'), de donde despejando se obtiene
dim(U NV) = 0yportanto U NV = {0}. Resultado al que también se podia haber llegado planteando las ecuaciones
implicitasde U N V:

2(131 — 3.’132 -+ r3 =
2¢1 +xy =

r1 +T3 =

o o O

Ecuaciones que se han obtenido uniendo las ecuaciones implicitas de U y V' (los vectores que pertenecen a la interseccion tienen
que verificar las ecuaciones implicitas de los dos subespacios a la vez). Se comprueba facilmente que el sistema homogéneo
admite solamente la solucion trivial.

La respuesta correctaes: U + V =R3yU NV = {0}.
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Pregunta 8
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Sea V el subespacio vectorial de R* que admite las siguientes ecuaciones paramétricas en una cierta base B:

ry = )\—f—ﬂ
z2 = 2A-p (A p €R).
3 = —A+3u
T4 = A+2u

Obtenga las ecuaciones implicitas de V.

a. V= {(x1,2s,23,24)% € R*/x; — 4z — 3m3 = 0, 51 — 35 + 274 = 0}

b. V = {(z1,2,23,74)} € R!/22) — 3y — 43 = 0, 521 — 375 + 224 = 0}
¢ V={(z1,m9,23,74) € R*/521 — 4zy — 33 = 0, 521 — 5 — 3w4 = 0}. ¥
d V={(z1,2,23,24)5 € Rz — 4y — 225 = 0, 22, — 329 — 24 = 0}

Explicacién: A partir de las ecuaciones paramétricas se deduce que una base de V' esta formada por los vectores (1, 2,—1, 1)'59 y
(1,—1,3,2)%. Porlo tanto dim(V') = 2y se necesitardn dos ecuaciones implicitas linealmente independientes para determinar
V. Para obtenerlas hay que despejar los parametros A y i de las ecuaciones paramétricas en funcion de las coordenadas
x1,T2,T3,Ty4. Laeliminacion de Ay u se realiza resolviendo el sistema cuya matriz ampliada es

1 1 x; 1 1 T 1 1 T
2 -1 =z 0 -3 = —2x | 0 -3 Ty — 221
1 3z | o 4 zta | |0 0 5z +das+3us
1 2 x4 0 1 x4 — 2 0 0 bxy — 29 — 324

Para que el sistema sea compatible se debe verificar 521 — 422 — 3x3 = 0y bx; — x5 — 3z4 = 0 que son las ecuaciones
implicitas de V buscadas. Observacién: Otra forma “"menos ordenada" de proceder seria despejar los parametros Ay u de dos de
las ecuaciones paramétricas y sustituir sus valores en las otras dos sin realizar la triangularizacion gaussiana. Compruebe que el
resultado es el mismo.

La respuesta correctaes: V = {(z1, 2, z3,24); € R*/52, — 4xy — 323 =0, 5y — 29 — 324 = 0}.
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