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Pregunta 1

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Dados

(33 ()

indique cudl de las siguientes proposiciones es cierta.

a. v esun vector propio de A con valor propio 1.
b. v es un vector propio de A pero no se le puede asociar ningun valor propio.
c. 'V es un vector propio de A con valor propio 0. v
d. v no es un vector propio de A.
Explicacion:

-2 2 2
= (5 6)-6)—0)
-3 2 3 0 3
Con lo que queda demostrado que v es un vector propio de A y que su valor propio asociado es 0.

La respuesta correcta es: v es un vector propio de A con valor propio 0.
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Pregunta 2

Correcta

Se puntua 1.00 sobre 1.00

Dada una matriz A € M,, (K), diagonalizable por semejanza, existe una matriz diagonal, D € M, (KK), y una matriz inversible,
P e M, (K),talque D = P~*AP. ;Cémo se determina P?

a. P=(vy...vy) siendo{vy,...,v,}unabasede K" formada por vectores propios de A expresada en funcién de
la base original.

b. P esla matriz de cambio de base que transforma las coordenadas de un vector en la base original a sus coordenadas
respecto a la base vectores propios.

P= (M ...)\,) siendo{)\,...,\,}losn valores propios de A (cada uno repetido segtin su multiplicidad algebraica).
P= (V1 .. .Vn)t, siendo {vl, e ,vn} una base de K" formada por vectores propios de A expresada en funcién de la
base original.

Explicacién: Si se denomina f al endomorfismo asociado a la matriz A, el proceso para diagonalizar f (y por lo tanto A) consiste
en hallar una base de K" formada por vectores propios y en expresar f en esta nueva base, verificandose que su matriz asociada

es diagonal. La matriz de cambio de base, P, estara formada por las coordenadas de los vectores propios en la base de referencia:

P=(vi...vp)

que es la matriz de cambio de base en K que transforma las coordenadas de un vector en la base de vectores propios a sus
coordenadas en la base de referencia.

La respuesta correcta es: P = (v1 cee vn), siendo {vl, ce. ,vn} una base de K" formada por vectores propios de A expresada
en funcion de la base original.

Pregunta 3

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Considere el endomorfismo f : R? — Rz, cuya matriz asociada en la base candnica de R2 es

cosa  sen «
A=
—sena cos«

cona € (—71', 7r] y a distinto de 0 y 7. Respecto a f se puede decir lo siguiente:

a. Es diagonalizable en R? con valores propios 0 y 1.
b. Es diagonalizable en R? con valor propio cos c.
c. Esdiagonalizable en R? con valores propios ay —a.

d. No es diagonalizable en R?. v

Explicacién: El polinomio caracteristico de f es p(A) = A? — 2cos a + 1. p()) no tiene raices reales excepto en los casos
a=0ya = Porlotantosia # 0y a # , f no es diagonalizable en R?.

La respuesta correcta es: No es diagonalizable en R2.
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Pregunta 4

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Determine las bases de los subespacios propios del endomorfismo f : C? - 2, cuya matriz asociada en una cierta base {ei}

es
cosa  sen «
A p—
—sena cos«
cona € (—m, 7|y a distintode 0 y 7.

Hay dos subsespacios propios de dimension uno, cuyas bases respectivas son: vy = e; + e y vy = €1 — €.
Hay dos subsespacios propios de dimension uno, cuyas bases respectivas son: v; = cos ae; + 7 sen aes y

Vg = €1 — ie2.

Hay dos subsespacios propios de dimension uno, cuyas bases respectivas son: v = e; + i€ Y Vo = €; — i€y. ¥

d. Hay un subsespacio propio de dimensién dos, cuya base esta formada por los vecores: vi = e; Yy vy = ies.

Explicacién: El polinomio caracteristico de f es p(A) = A2 — 2cos @) + 1. p(\A) Hallando sus raices se obtienen los valores
propios: A\ = cosa + % sen ay Ao = cosa — ¢ sen a. Como son dos valores propios distintos y el espacio sobre el que se ha
definido f es de dimension dos, f es diagonalizable (la multiplicidad algebraica de los dos valores propios es unoy su
multiplicidad geométrica también puesto que no puede ser cero ni mayor que la algebraica). Se hallan los subespacios propios:

W\ = {XG(C2/(A— (cosa—l—isena)])xzo} =

—isen o sen « T 0
x € C?/ _ )= .
—sena —1sen« o 0
Del sistema homogéneo anterior se obtiene una base de V), :

Base de V), : {c; = (1,1)'}.

La multiplicidad geométrica de A es 1 (dato que ya se conocia puesto que la multiplicidad algebraica de A es 1).

Vi, ={x€C*/(A— (cosa—isena)l)x =0} =
isena  sen « T 0
—senqa isen T3 0
Resolviendo el sistema homogéneo se obtiene una base de V), :

Base de V), : {c2 = (1, —14)'}.
La multiplicidad geométrica de Ay también es 1.

La respuesta correcta es: Hay dos subsespacios propios de dimensidn uno, cuyas bases respectivas son: vi = e; + i€ y
Vo = €1 — i62.
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Pregunta 5

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Dados una matriz cuadrada, A € Mn(R) un vector, v € R" y un escalar, & € IR, se puede afirmar lo siguiente:

a. SiVv esun vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector avv también es un vector propio de A asociado
al valor propio a/ .

b. Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector awv no es un vector propio de A.

c. SiVv esun vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector avv también es un vector propio de A v
asociado al mismo valor propio \.

d. SiVv esun vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector avv también es un vector propio de A asociado
al valor propio Aa.

Explicacion: si v es un vector propio de A asociado al valor propio A entonces Av = \v, de donde se deduce que
A(av) = aAv =alv = )\(av). Con lo que queda demostrado que arv es un vector propio de A y que su valor propio
asociado es .

La respuesta correcta es: Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector awv también es un vector
propio de A asociado al mismo valor propio A.
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Pregunta 6
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Hallar los valores propios de la matriz de coeficientes reales

1 10
A=1|1 3 2],
0 -1 1

comprobando que uno de ellos es doble. Indique cual es el valor propio doble y determine su subespacio propio asociado.

a. Valor propio doble: 2, base de V: {(1,1,—1)'}. v
b. Valor propio doble: 1, base de V4 : {(1,1, —2)*}.
c. Valor propio doble: 2, base de Vz: {(1,0, —1)*}.

d. Valor propio doble: 1, base de V4 : {(1,2, —1)*}.

Explicacion: ecuacion caracteristica:

1-2A 1 0
1 3—-2X 2l=1-=N[B=ANA=XN)+2]-1-N)=1-X2B=-AN)+(1-X)=
0 -1 1-2)

1-MNA-2)?2=0,

de donde se obtiene que el valor propio doble es A\ = 2. Las ecuaciones implicitas de su subespacio propio asociado, V5, son

-1 1 0 Iy 0
1 1 2 z2 | =101,
0 -1 -1/ \a 0

y, por lo tanto {(1,1, —1)'} es una base de V5.

La respuesta correcta es: Valor propio doble: 2, base de Va: {(1,1,—1)'}.
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Pregunta 7

Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

Respecto a la matriz

TN

en donde k € R, se puede afirmar lo siguiente:

a. Sik=# 1yk # 2, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 1, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 2, A no es
diagonalizable por semejanza.

b. Sik # 1yk # 2, A no es diagonalizable por semejanza. Si k = 1, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 2, A no es
diagonalizable por semejanza.

Si k # 1, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 1, A no es diagonalizable por semejanza.

Sik # 1yk # 2, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 1 0 k = 2, A no es diagonalizable por semejanza.

Explicacion: ecuacion caracteristica:

2\ 0 k-2
0 1-2\ El=2=XN1=X) (k- =0,
0 0 k—2\

de donde se obtienen los valores propios de A. Entonces, discutiendo en funcién de k, se tiene:
e Sik £ 1yk +# 2,los tres valores propios son distintos y A es diagonalizable por semejanza.
e Sik = 1, habra un valor simple (multiplicidad algebraica 1), A = 2y otro doble (multiplicidad algebraica 2), A = 1. La
dimension de V; serd igual a uno ya que rg (A — I) = 2, porlo tanto A no es diagonalizable por semejanza en este caso.
e Sik = 2, habra un valor simple (multiplicidad algebraica 1), A = 1y otro doble (multiplicidad algebraica 2), A = 2. La
dimension de V5 serd igual a dos ya que rg (A — 2]) = 1, por lo tanto A es diagonalizable por semejanza en este caso.

La respuesta correcta es: Si k # 1, A es diagonalizable por semejanza. Si k = 1, A no es diagonalizable por semejanza.
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Pregunta 8
Correcta

Se puntta 1.00 sobre 1.00

De la matriz
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
se sabe que tiene dos valores propios: A\ = —2 de multiplicidad algebraica 1 y Ay = 2 de multiplicidad algebraica 3. Obtenga

una base ortonormal de vectores propios de A.

& vi=(-1/2 1/2 1/2 1/2)'vo=(1/v2 -1/v2 0 0)wvs=(1/v6 -1/v6 2/v6 0)"
vi=(2/v/6 —2/v/6 3/V6 0)".
(-1/2 1/2 1/2 1/2) v =(1/¥2 -1/¥2 0 0)'vs=(2/v6 -2/v8 1/v6 0)",
(3/v6 —2/v6 2/v6 1)
e ovi=(-1/2 1/2 1/2 1/2)'vo=(1/v2 1/¥2 0 0)'vs=(1/v6 -1/v6 2/v6 0), ¥

dovi=(-1/2 1/2 1/2 1/2)'vs=(1/y2 1/v¥2 0 0)vs=(3/ -3/v6 1/v6 0),
va=(1/v12 -1/v12 -1/v12 3/v12)"

Explicacién: La matriz A es diagonalizable por semejanza por ser real y simétrica. Una base de vectores propios de A que ademas
sea ortonormal se obtiene uniendo bases ortonormales de los subespacios propios:
1. Al ser A diagonalizable por semejanza el subespacio propio V_s tiene dimension 1. Las ecuaciones implicitas de V_5, son

3 1 1 1\ (= 0
(442D = 13 -1 —1|fa|_]o0
1 -1 3 —1|[ 2 0
1 -1 -1 3/ \ay 0

Hay tres ecuaciones implicitas linealmente independientes y, por lo tanto, se confirma que dim(V,g) = 1.Unabasede V_ o
serd, por ejemplo, {u1 = (71, 1,1, 1)t}. Para obtener una base ortonormal simplemente se divide u; por su norma:

vi=1(-1 1 1 1)=(-1/2 1/2 1/2 1/2)

2. Por la misma razén por la que V_5 tiene que tener dimension 1, V5 tiene que tener dimension 3. Las ecuaciones implicitas de
V3, son

1011 1\ [m
A—amx—| L1 Lt e |
1 -1 -1 -1 T3
1 -1 -1 -1/ \a,
Hay una ecuacién implicita linealmente independiente y, por lo tanto, se confirma que dim(Vg) = 3. Unabase de 5 ser3,
por ejemplo, {us = (1,1,0,0)%,u3 = (1,0,1,0)%,uy = (1,0,0,1)*}. Para obtener una base ortonormal simplemente
se aplica el método de Gram - Schmidt a la base {u,, u3, uy } obteniéndose

o O O O

vo=(1/v2 1/v2 0 0),vi=(1/v6 -1/v6 2/v6 0),
vi=(1/v12 -1/y12 -1/v12 3/v12)'

Por lo tanto una base formada por vectores propios de A que ademas sea ortonormal sera:

{V17v2)v3a V4}-
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Observacion: La solucion no es Unica por lo que se pueden obtener bases distintas que también son correctas. En el caso de que
obtenga una base que no coincida con la correcta pero crea que también lo es, puede elegir la opcion correcta descartando las
soluciones erréneas: es facil comprobar que los vectores de las bases de las opciones incorrectas ni son todos vectores propios ni
vectores conjugados respecto de A.

Larespuesta correctaes: vy = (—1/2 1/2 1/2 1/2)t,vQ:(1/ﬁ 1/v/2 0 0),
vi=(1/v6 —1/v6 2/v6 0).va=(1/v12 -1/¥12 -1/v12 3/v12)"
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