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Sistemas de ecuaciones lineales. Matrices

1. Indique si son linealmente independientes los vectores

1 2 3
u]; = —2 ,Ug = 3 y uz = 2
-3 -1 1

Solucién: para que los tres vectores sean linealmente independientes es necesario y suficiente que la
igualdad vectorial

ar + 2a2 4+ 3az3 = 0
aju; + asue + aguz =0 & —2a1 + 3a2 4+ 2a3 = 0
301 — a2 + a3 = 0

se satisfaga tinicamente para a; = as = a3 = 0. Es facil comprobar que el sistema homogéneo
anterior es equivalente al sistema

ar + 2a2 + 3a3 = 0
+ Tas + 8az = 0 ,
+ 30ag = 0

que es un sistema homogéneo compatible determinado que admite como tnica solucién a; = ag =
a3 = 0. Por lo tanto los tres vectores son linealmente independientes.

. Dados los vectores

8 1 2

5 1 1
u= 0 ,ar=1| 0 va=1] 0 [,

2 1 0

13 2 3

determine si el vector u se puede expresar como combinaciéon lineal de a; y as. En caso de que la
respuesta fuera afirmativa, calcule los coeficientes de la combinacién lineal indicando si son tinicos.

Solucién: el vector u se podra expresar como combinacién lineal de a; y as si la ecuacion vectorial

a; + 2as = 8

a1 + g = 5

a1a)] +agay = u & O0a; + Oag = 0
a; + O0ay = 2

200 + 3a2 = 13
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tiene solucién. Es facil comprobar que el sistema anterior es equivalente al sistema

a1 + 209 = 8
- ay = -3

que es un sistema compatible determinado que admite como tnica solucién a; = 2, ag = 3. Por lo
tanto el sistema tiene solucién y es tnica: el vector u se puede expresar como combinacién lineal de
a; y ag de forma tunica.

3. Dados los vectores

2 1 2

1 1 1
u=| 1 |,a;=1| 0 va=1]| 0|,

3 1 0

2 2 3

determine si el vector u se puede expresar como combinacién lineal de a; y as. En caso de que la
respuesta fuera afirmativa, calcule los coeficientes de la combinacién lineal indicando si son tinicos.

Solucién: el vector u se podré expresar como combinacion lineal de a; y as si la ecuacién vectorial

a1 + 200 = 2

o1+ ay = 1

aja; +asaz =u<s < 0o + 0oy = 1
(05} = 3

2000 + 3a9 = 2

tiene solucion. Es facil comprobar que el sistema anterior es incompatible porque ningin par de
ntmeros reales puede verificar la tercera ecuacion. Por lo tanto el sistema no tiene solucion: el vector
u no se puede expresar como combinacién lineal de a; y as.

4. Dados los vectores

y as =

c
Il
0 = O w Lt
Q
o
Il
O — O =
Q
[\
|
W o O =N
A= O N W

determine si el vector u se puede expresar como combinacién lineal de aj, as y ag. En caso de que la
respuesta fuera afirmativa, calcule los coeficientes de la combinacién lineal indicando si son tinicos.

Solucidn: el vector u se podra expresar como combinacion lineal de aj, as y as si la ecuacion vectorial

a1 + 200 + 3ag 5

ar + az + 203 = 3

aia] + asas + azag = u & Oa; + Oae + Oz = 0
a; + 0 + a3 = 1

200 + 3as + Sa3 = 8

tiene solucién. Escalonando la matriz ampliada del sistema:

1 2 3 5 1 011
11 2 3 011 2
A= 0 0 0 0 [~] O 0 0 O
1 011 0000
2 3 5 8 0000
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rg(A) =rg(Ap) = 2 < 3 (namero de incognitas).

Es un sistema compatible indeterminado (con un grado de libertad) que admite infinitas soluciones:
ar=1—-X a=2-X az3=X (A€R) <« Solucion general del sistema.
Unos coeficientes vélidos serian, por ejemplo,
a1 =0, as=1, a3=1 <+ Solucién particular del sistema.

Pero no son los tnicos validos, como se acaba de decir, existen infinitos juegos de coeficientes aq, as, a3
que permiten expresar u como combinacién lineal de aj, as y a3: todos los que verifican la solucién
general del sistema.

. Dados los vectores

1 1 2 2
3 4 5 4
u; = 2 ,Ug = 1 , a3 = ) , g = ) y
-1 1 1 -1
4 3 7 8
3
8
u5 = 7 5
0
11

determine el rango del conjunto {uy, ug, us, uy, us}.

Solucién: se construye la matriz de dimensiéon 5 x 5 cuyas filas son las componentes de los cinco
vectores del enunciado y se obtiene una matriz escalonada equivalente (E). El namero de filas no
nulas de F sera el rango de {uj, us, us,ug, us}:

1 3 2 -1 4 38 7 0 11
141 1 3 0 4 -4 3 -2
255 1 7|~100 -4 0 O
2 45 -1 8 00 0 -5 2
3 8 7 0 11 00 0 0 O

Por lo tanto el rango de {u;, uz, u3,uys,us} es cuatro.

. Discuta, en funcion de los parametros « y 3, la existencia y unicidad de soluciones del sistema

ar+PBy+z = 1
r+afy+z =
r+Py+az = 1

Solucién: la matriz ampliada del sistema después de intercambiar las filas 1 y 3 es la siguiente:

1 1
AbN 1 « 5
« 1

=D ™
— = Q
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Realizando operaciones elementales en las filas de A;, se obtiene una matriz escalonada equivalente a

Abi
F,—F
F3—aFy 1 B a 1 Fs + B 1 B a 1
b ~ 0 Bla—1) 1—a pB-1 ~ 0 Bla—1) l—a pg-1
0 Bl—a) 1-a® 1-a 0 0 2-a’—a B-a

= A

La submatriz formada por las tres filas de Aj y sus tres primeras columnas es una matriz escalonada
equivalente a la matriz de coeficientes del sistema (A) a la que denominaremos A’:

1 15} «
A= 0 Bla-1) 1—«
0 0 2—a?—a

Discutiremos las soluciones del sistema en funciéon de los rangos de A y Ap, iguales, respectivamente,
alos de A’y A}. El término 2 — o — « se anula para o = 1 y o = —2. Clasificaremos, por lo tanto,
las soluciones segiin « sea igual a 1, igual a -2 o distinto de 1 y -2:

a) a=1
» Si 3 # 1 entonces rg(A) = 1 # rg(4;) = 2 — Sistema incompatible.

» Si 8 =1 entonces rg(A) = 1 =rg(4y) = 1 — Sistema compatible indeterminado con
dos grados de libertad.

b) a=-2
» Si B # —2 entonces rg(A) = 2 # rg(Ap) = 3 — Sistema incompatible.
2

» Si 8= —2 entonces rg(A) =
un grado de libertad.

c) atlya#-2
» Si B # 0 entonces rg(A) = 3 =rg(4,) = 3 — Sistema compatible determinado.

= rg(4p) = 2 — Sistema compatible indeterminado con

» Si 8 =0 entonces rg(A) = 2 # rg(4;) = 3 — Sistema incompatible.

Observacion 1: si al comienzo del escalonamiento se hubieran intercambiado las filas 1 y 2:

1 a8 1 B F]?Sio‘gl 1 of 1 3
Ay~ a B 1 1 ~ 0 B(1—a?) 1—a 1-aB
1 B a1 0 fl—a) a-1 1-p

o) Fa — 1 af 1 15}

1+ )53 F 0 Bl—a)(l+a) l-a 1-af

0 0 (a+2)(a=1) a-—-p

En el altimo paso se ha multiplicado la fila 3 por (1 + «), por lo tanto la discusion de los rangos de
Ay Ap habra que hacerla con o # —1. Si se tiene en cuenta la restriccién anterior la discusion es
exactamente igual que la realizada més arriba. Faltaria estudiar el caso o = —1 a partir de

af 1 I3

1
0 B1l—-a?) 1—a 1—aB
0 fl-a) a-1 1-p
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que se convierte en

1 -8 1 B 1 - 1 B
0 0 2148 |~|0 28 -2 1-8 |,
0 28 -2 1-5 0 0 2 1+8

de donde se deduce

a) Si 3 # 0 entonces rg(A)
b) Si 8 = 0 entonces rg(A)

=3 =rg(A;) = 3 — Sistema compatible determinado.
=2 #rg(Ap) = 3 — Sistema incompatible.

que se pueden incluir en el caso ¢). Por lo tanto el resultado de la discusion es el mismo que con el
primer procedimiento.

Observacion 2: si al comienzo del escalonamiento no se realiza ningin cambio de fila:

OéFQ—Fl
a B 11\ ,p_p [o 3 1 1
Ay~ 1 aB 1 B ~ 0 Be®2-1) a—-1 aB—1
1 B a1 0 Bla—1) o?-1 a-—1
Bok [ @ & 1 YN m—@yim [ @ B 1 1
Xl 0 Bla-1) a®-1 a-1 solop e Bla—1) -1 a-1
0 Bla®?-1) a—-1 aB-1 0 0 —(a—1)(a+2) B—«

En este caso, en el primer paso se han multiplicado las filas 2 y 3 por «, por lo tanto la discusiéon de
los rangos de A y A, habra que hacerla con « # 0. Si se tiene en cuenta la restriccién anterior la

discusion es exactamente igual que las realizadas mas arriba. Faltaria estudiar el caso a = 0 a partir
de

a p 1 1
1 af 1 B
1 B8 a 1
que se convierte en
0 g1 1 1 0 1 6
101 8 |~10p 1 1
1 6 0 1 0 0 -2 §

de donde se deduce

a) Si B # 0 entonces rg(A)

=3 =rg(Ap) = 3 — Sistema compatible determinado.
b) Si 8 =0 entonces rg(A) = 2 # rg(A4) = 3 — Sistema incompatible.

que se pueden incluir en el caso ¢). Por lo tanto el resultado de la discusion es el mismo que con los
dos procedimientos anteriores.

7. Determine el rango de la siguiente matriz

1 2 -1 1 2
23 110
01 -3 27
1 3 -4 2 6
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Solucién: Se realizan opereciones en la filas de la matriz para obtener una matriz escalonada equi-

valente:
1 2 -1 1 2 2 3 1 10
2 3 1 10 01 -3 1 4
01 3277100 013
1 3 -4 2 6 00 00O
El ntmero de filas no nulas de la matriz escalonada es tres, por lo que el rango de la matriz del

enunciado es tres.

. Dada la matriz:

BN

I
o o
o = =
> = o

con k € R, halle A™ (n € N).

Solucién: se calculan las cuatro primeras potencias para conjeturar la expresion de A™:

E 1 0 E 1 0 K2 2k 1
A2=10 k 1 0k 1 |=[( 0 kK 2t |,
0 0 k 0 0 k 0 0 k2
K2 2k 1 E 1 0 kE® 3k%2 3k
A= 0 kK 2k 0 k1 ]=|( 0 & 3k |,
0 0 k2 0 0 k 0o 0 k3
E® 3k%2 3k E 1 0 kY 4k3  6k2
At=1 0 K 3k? 0k 1 |=| o0 &k 4 |,
0 0 K3 0 0 k 0 0 Kt

n n— nn—1) ;. n—

kv pknot el pn-2

A" = 0 km nkn—1
0 0 k"

A continuacion se demuestra por inducciéon que la conjetura es cierta:

k1 n(n2—1)kn—2 E 1 0 L (4 1)k" (n+21)” (n+1)—2
A= 0 nkn1 0k 1|={ o kL (n+1)k"
0 0 k™ 0 0 k 0 0 kn—i—l

Por tanto, efectivamente,
kn nk.nfl @ k.n72
A" = 0 k" nkn—t
0 0 k™

. Explique en qué consiste la técnica del pivote parcial aplicada al método de Gauss para resolver un
sistema lineal Ax = b de n ecuaciones y n incégnitas e indique cudl es su objetivo.

Solucién: en la iteracion k del método de Gauss, la técnica del pivote parcial consiste en buscar
entre los elementos de la columna k aquel que tenga mayor valor absoluto para colocarlo en
la posicién (k, k) mediante el oportuno intercambio de filas. Después se utilizara como pivote para
hacer ceros todos los elementos situados por debajo.

El objetivo de la técnica del pivote parcial es disminuir la ampliacién de los errores de redondeo al
evitar que en las operaciones de pivoteo (hacer ceros por debajo del pivote) se divida por niimeros
muy pequenos que produzcan factores muy grandes que propagan y amplifican los errores en
cuestion.
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10. Dada la matriz

0 -1 2 1
-1 1 3 1

A= 1 -1 =3 6 |’
2 -2 41

a) halle las matrices F', L y U de la factorizacion FFA = LU con pivote parcial.
b) Determine las tres matrices de pivoteo, P!, P? y P3, que se utilizan en la factorizacion. ;Qué
relacion hay entre L y estas tres matrices?
Solucién:
1. Factorizacion FA = LU.
a) Primera etapa de la triangularizacion gaussiana con pivote parcial:

1) Se busca el pivote de la primera columna y se intercambian las filas correspondientes:

0 001 0 -1 21 2 -2 -4 1

0100 -1 1 31 -1 1 31
FlA = =

0010 1 -1 -3 6 1 -1 -3 6

10 00 2 -2 41 0 -1 21

2) Se hacen cero los elementos de la primera columna por debajo del pivote con mo; = 1/2,
ms3; = —1/2y my; = 0:

2 —2 -4 1 2 —2 -4 1
-1 1 31 0 0 1 3/2
1 -1 36710 0 -1 11/2
0 -1 21 0 -1 2 1

b) Segunda etapa de la triangularizacién gaussiana con pivote parcial:

1) Se busca el pivote de la segunda columna y se intercambian las filas correspondientes:

100 0 2 -2 —4 1 2 -2 —4 1
pq_| 0001 0 0 1 32| _|0-1 2 1
0010 0 0 —1 11/2 0 0 -1 11/2
0100 0o -1 2 1 0 0 1 3/2

2) En este caso los elementos de la segunda columna por debajo del pivote ya son cero, por lo
tanto mge =0y mye =0
c¢) Tercera etapa de la triangularizaciéon gaussiana con pivote parcial:

1) Se busca el pivote de la tercera columna y se intercambian las filas correspondientes (en este
caso no hay cambio de filas porque el pivote ya se encuentra en la tercera fila, F? = I)

1000 2 -2 —4 1 2 -2 —4 1
py_ | 0100 0 -1 2 1 |_|o0o-1 2 1
0010 0 0 —1 11/2 0 0 —1 11/2
0001 0 0 1 3/2 0 0 1 3/2

2) Se hacen cero los elementos de la tercera columna por debajo del pivote con mys = 1:

2 -2 —4 1 2 -2 —4 1
0 -1 2 1 0 -1 2 1
0 0 —1 11/2 0 0 -1 11/2
0 0 1 3/2 o 0 0 7
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Por lo tanto

2 =2
0 -1
U= 0 0
0 0
1 0 0 0
I = —1MmM4g1 1 0 0
—ma3i —ms32 1 0
—Mmo1 —Mmg2 —Mmy3 1
y
F=FF*F" =

verificandose FFA = LU.

—4

o O = O

1
2 1
-1 11/2 |’
0o 7
10 00
B 01 00
|l 120 10
~1/2 0 -1 1
00 1
00 0
010 |
100

Observacion: En la primera columna de L se han intercambiado —my; y —mo1, esto es debido a
que en los cambios de filas de las etapas posteriores se intercambian las filas 2 y 4. En el siguiente
apartado se justifica este intercambio con mas detalle.

Matrices de pivoteo. La matriz de pivoteo P* es una matriz elemental tal que al premulti-
plicar a otra matriz A se obtiene una nueva matriz A’ tal que A’ es el resultado de realizar la
k-ésima etapa de la triangularizacion gaussiana (haciendo ceros por debajo del pivote agi) en A.

Por tanto

1)

1 0 00
1 _ mo1 1 00
P = mai1 01 0
maq1 0 0 1
Observe como, efectivamente,
-2 -4 1
11 -1 1 3 1
P -1 -3 6
0 —1 2 1
2)
1 0 0
0 1 00
2 _
= 0 mso 1 0
0 myqo 0 1
Observe como, efectivamente,
2 -2 —4 1
0 —1 2 1
2
P 0 0 —1 11/2
0 O 1 3/2

O O O N

1000
1/2 1 0 0
~1/2 0 1 0
0001
—2 -4 1
0 1 3/2
0 —1 11/2
-1 2 1
1000
0100
0010
000 1
2 —2 -4 1
0 -1 2 1
0 0 —1 11/2
0 0 1 3/2
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3)
10 0 0 1 0 00
P _ 01 00] (0100
0 0 10 0 010
0 0 mas 1 0 0 11
Observe como, efectivamente,
2 -2 —4 1 2 -2 —4 1
p3 0 -1 2 11 [0 -1 2 1
0O 0 -1 11/2 | |0 0 -1 11/2
0 0 1 3/2 0 0 O 7

b) Relacion entre L y las matrices de pivoteo. Una vez obtenidas las matrices de pivoteo y

las matrices elementales de cambio de fila, la triangularizacion gaussiana se puede representar
mediante un producto de matrices:

P3F3P?F?PIF1A=U. (1)
Observe que
F2Pl = Py F?, (2)
donde
1000 1 000
pl | ma 100 | _ 0100
247 W mg; 01 0] | -1/2 010
mai 0 0 1 1/2 0 0 1
y
F3P%P),,, = P?P),, ,F3. (3)

En este caso ni P? ni P}, se modifican porque F* es la matriz identidad. Si F*® hubiera sido la
matriz elemental que intercambia las filas 3 y 4 al premultiplicar por ella, entonces, para pasar F3
a la derecha, habria que haber intercambiado los elementos mg; y ma; en Py, v los elementos
m32 y myz (son los dos cero en este caso) en P2.

Sustituyendo (2) y (3) en (1):
P3P?P)  FPF?F'A=U = F3F?F'A = (P3P?P)_,)"'U
de donde se deduce que F = F3F?Fl y
L= (P*P?Pyq)" = (Pyey) ™ (PH) NPT

que es la relacion entre L y las matrices de pivoteo. Si se desarrolla el producto anterior se obtiene
la matriz L calculada en el apartado anterior:

1 0 00 1 0 0 0 1 0 00
. 1 -1 2\ —1 3v—1 —T141 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
L= (Paca) (PP = —m3; 0 1 0 0 —m3 1 0 0 0 10
—1m91 0 0 1 0 —1M49 0 1 0 0 —MM4y3 1

1 0 0 0 10 0 0

—ma 1 00| 01 00

—m31 —1M32 1 0 - 1/2 0 1 0

—mo1 —Myo —Myg3y 1 -1/2 0 -1 1
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3. Determine el nimero de operaciones de coma flotante (FLOPs) que se necesitan para realizar las
siguientes operaciones en una matriz A, cuadrada e inversible, de dimensiéon 100:

a) Reemplazar la fila 7 por ella misma maés la fila 1 multiplicada por un escalar.

b) Suponiendo que se estuviera realizando la triangularizacion gaussiana de la matriz A y se hubiera
completado la etapa k = 6 (se habrian obtenido ceros por debajo de los pivotes (1,1), (2,2), (3,3),
(4,4), (5,5) y (6,6)), {cuantas FLOPs se necesitan para completar la etapa k = 77

c¢) Suponiendo que A fuera la matriz de coeficientes del sistema Ax = b y se utilizara el método de
Gauss para resolverlo, jcuantas FLOPs habria que realizar para despejar la incognita xsg en el
proceso de remonte.

Solucién:

a) La operacion que hay que realizar es
arj = arj +aay; j=1,---,100

que para completarla es necesario realizar 100 sumas y 100 multiplicaciones. Por lo tanto el
numero total de FLOPs necesarias para realizar esta operaciéon elemental es 200.

b) En la etapa k = 7 hay que realizar las 100 — 7 = 93 operaciones elementales siguientes:
F,=F,+mgzF; 1=8,---,100

y en cada una de las 93 operaciones elementales anteriores se realizan 93 sumas y 93 multiplica-
ciones:
Qjj = G35 + Mi7ay; 7 =28,---,100.

Por otro lado hay que tener en cuenta que para calcular los 93 coeficientes
mgr = —ai7/a77 1= 8, cee ,100
hay que realizar 93 divisiones. Por lo tanto, en total, hay que realizar

2 x 932 4+ 93 = 17391 FLOPs.

¢) Despejando z5g se obtiene
100

bss — E asg kT

o k=59
T8 = )
58,58

en donde se realizan 100 — 58 multiplicaciones, 100 — 58 sumas y una divisién. En total

2x42+1 =85 FLOPs.

10
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2.

Determinantes

1. ;Cuéles deben ser los valores de i y k para que el producto

A4706301;A5507K 024031

aparezca con el signo + en el desarrollo del determinante de una matriz A € M7(R).

Solucién:

det(A) = E 5(0)a10(1)a2a(2) o Qrg(7) = T011022033044055066077 — 11022033044055067076
oeXy

+011022033044057065076 + * ** — G17026035044053062071 -

El desarrollo del determinante de A consta de 7! = 5040 sumandos de la forma (o) a1(1)a20(2) - - - @75(7)
en donde (o) representa el signo de la permutacion o. El producto del enunciado se puede ordenar
de la forma

(15024031 047A5506307k

Por lo tanto en este ejercicio se trata de determinar los valores de ¢ y k£ que hacen que el signo de
la permutacién 141753k sea positivo. En primer lugar hay que tener en cuenta que ¢ y k tinicamente
pueden tomar (cada uno de ellos) los valores 2 y 6 (debido a que los indices de la permutacion no se
pueden repetir: en los términos del desarrollo de un determinante aparece un representante de cada
fila y columna y solamente uno). En consecuencia solo hay dos permutaciones posibles:

2417536 — 7 inversiones — permutacion impar — (o) = —,

6417532 — 14 inversiones — permutacion par — (o) = +.

Por lo tanto la solucién es ¢ = 6, k = 2.

Observacion: En una permutacion o(1),0(2),---,0(n) se dice que hay una inversion si para i < j
se verifica o (i) > o(j). Para contar el nimero total de inversiones se empieza por o(1) (el nimero
situado maés a la izquierda de la permutacion) y se anotan las inversiones con respecto a los nimeros
situados a la derecha, a continuacion se sigue con o(2) y asi sucesivamente hasta llegar a o(n) (el
nimero situado méas a la derecha). A lo largo del proceso se cuentan tinicamente las inversiones
con respecto a los ntmeros situados a la derecha. Sumando el niimero de inversiones que tiene
cada nimero con respecto a los que estan a su derecha se tiene el niimero total de inversiones de la
permutaciéon. Cuando el ntmero de inversiones es impar se dice que la permutacién es impar y su
signo (e(0)) es negativo, cuando es par la permutacion es par y su signo es positivo.

. Encuentre los sumandos que, conteniendo al factor ase, aparecen con el signo + en el desarrollo de

un determinante de una matriz A € My(R).

Solucién: los sumandos que contienen al factor ags son de la forma
A10(1)A20(2) 332040 (4)
donde o(1),0(2),0(4) pueden tomar los valores 1,3, 4. Por lo tanto hay 3! = 6 permutaciones posibles:

1423, 3124, 4321, 1324, 3421, 4123

teniendo las tres primeras un ntmero de inversiones par y las otras tres un nimero impar. Entonces los
sumandos que, conteniendo al factor ass, aparecen con el signo + en el desarrollo de un determinante
de una matriz A € My(R) son:

111024032043, 013021032044, A1402303204]-

11
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3. Calcule el determinante de la matriz

1 1 1 1 1
r1 wy  x3 x4 Ts
(x1)? (22)? (23)* (24)* (a5)
(z1)° (x2)® (23)° (24)® (25)°
(1)t (z2)* (w3)* (za)* (w5)*

Solucién: realizando operaciones elementales en la matriz A:

(Se le resta a cada fila la anterior multiplicada por x7)

1 1 1 1
Tro9 — T1 r3 — I T4 — 1 5 — T1
xo(xy — 1) x3(x3 — x1) xq4(xg — 271) x5(T5 — 1) =
(22)*(w2 —21) (23)*(23 —21) (24)?(wa —21) (25)* (w5 — 1)
(22)% (22 — 1) (23)°(23 — 1) (24)(xa —21) (25)* (x5 — 21)

Al =

OO OO

(Se desarrolla el determinante por la primera columna)

Tro9 — X1 r3 — I Ty — 1 Tr5 — I
xo(r2 — 1) x3(r3 — 1) x4(rs — 21) x5(r5 — 1)
(22)* (w2 — 1) (23)* (23 — 1) (24)* (24 —21) (25)% (25 — 21)
(w2)%(w2 —x1)  (3)%(w3 —x1) (24)%(wa — 1) (25)%(25 — 11)

(Se divide cada columna por (xp — x1), con k = 2,3,4,5 y se aplica recursivamente el mismo proce-
dimiento hasta llegar a un determinante de orden dos)

1 1 1 1 1 1 1
IT @r—=) 522 ;32 542 552 = ] @—a) [] e—a2)| 23 @1 s
1<k<5 Eng?) Eﬂﬁigg E$S3 21:233 1<k<5 2<k<5 (3)% (24)% (w5)?
= [ @ —=2) [] (@ —=2) [] (o —a3) 9314 ;5 =
1<k<5 2<k<5 3<k<h
[T Ge—a) [I G@r—22) I @e—as)os —w) =[] (2 —ay).
1<k<5 2<k<5 3<k<5 1<j<k<5

12
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3.

Espacios vectoriales

1. Demuestre que el conjunto de las matrices simétricas de coeficientes reales de orden n (S,(R)) es un

s.e.v. del espacio vectorial de las matrices cuadradas de coeficientes reales de orden n (M, (R)).

Solucién: hay que demostrar que cualquier combinacién lineal de matrices simétricas es también una
matriz simétrica:

VA, B € S,(R) yVa,B €R (aA+ BB) = (ad)' + (BB)' = aA' + fB' = aA + BB

y, por lo tanto, «A 4+ B € S, (R).

. Siendo vi = (1,2,1)%, vo = (1,0,-3)!, v3 = (3,1,-7)' y v4 = (5,2,—11)%; determine si S =

{v1,v2,V3,v4} es un sistema generador de R3.

Solucién: para que S sea un sistema generador de R3 hay que demostrar, en primer lugar, que S C R?
(trivial: los cuatro vectores son vectores de tres componentes y por lo tanto pertenecen a R3) y, en
segundo lugar, que cualquier vector de R? se puede expresar como combinacion lineal de los vectores
de S: existen aq, ao, ag y a4 tales que

a1V] + aave + asvs + auvy = x  Vx € R,

0, lo que es lo mismo, que el siguiente sistema tiene solucion V(x1, z2, x3)! € R3.

1 1 3 5 1

2 0 1 2 I [ R

1 -3 —7 —11 o3 3
(o %}

Realizando operaciones elementales en la matriz ampliada del sistema:

1 1 3 5 1 1 3 ) 1
2 0 1 2 T2 ~ 0 -2 -5 —8 xTro — 2$1 ~
1 -3 -7 —11 =3 0 -4 —-10 —-16 =z3—x

1 1 3 5 T

0 -2 -5 =8 To — 221

0 0 0 0 3x1 — 29+ x3

Por lo que el sistema tinicamente sera compatible para aquellos vectores de R3 que verifican 3z —
29 +x3 = 0. En consecuencia S no es un sistema generador de R? porque existen vectores de R? que
no se pueden expresar como combinacién lineal de vectores de S.

. Determine las coordenadas del vector (1,3, 6)1‘{u¢} de R? en la base {e;}, sabiendo que la base {u;}

esta formada por los vectores (1,2, 1)t{ei}, (—1,0, Z)f{ei} y (2,1, 1)?{91_}.

Solucién: en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {u;} en funcion de la
base {e;}:

1 -1 2
( u; Uz us ){ei} = 2 01 5
1 21

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {u;} a coordenadas en la base {e;}.
Entonces, aplicando el cambio de base al vector (1,3, G)f{ w}

T 1 -1 2 1 10
) = 2 0 1 3 = 8
T3 ) (o) 1 2 1 6 (us) 13

13
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4. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que dos se considera la base
B={pi(t) =1+t,pa(t) =t + 1, ps(t) = 1+ 2t + 2¢*}.

;Cuales son las coordenadas del polinomio p(t) = (1,1, —1) en la base {1,¢,¢2}?

Solucién: llamando By a la base {1,t,¢2},

p(t) = (1,1, =15 =p1(t) +pa(t) —p3(t) =1+t +t+ 1> —1—2t — 2t> = —t? = (0,0, —1) ,.

5. Dadas tres bases de un espacio vectorial V' de dimension n: By = {e;}, Bs = {w;} y By = {w;},
exprese las coordenadas de un vector cualquiera de V en la base Bs en funcién de sus coordenadas
en la base By, si se conoce que la relacién entre las bases By y B es:

n
u; = E ajiej
Jj=1

y la relacion entre las bases By y Bs es
n
u; = Z bjiwj'
=1

Solucién: un vector cualquiera u € V' se puede expresar como:

n n n
u= E Ti€; = E yia; = E ZiW3
i=1 i=1 i=1

Denotando 4 = (a;;), B = (b;j), A~! = (ai_jl), Bl = (bi_jl) y reemplazando los e; y los w; en funcion
de los u; se tiene

n n n n n n

1.0 _ . -1, -1. _ -1, 51 ...
g ng aj; u;j = E zlE bji u; = E aj; Ti = E bji zi(j=1,---n)=
i=1  j=1 i=1  j=1 i=1 i=1

n 21 X1

2 = ZZbk’jaﬁlxi (k=1,---n)& ; = BA™!

j=1i=1 2 T,

B3 B

También se puede resolver matricialmente. Con los datos del enunciado nos estan dando el cambio de
base de By a By y de By a Bs:

T Y1 21 Y1
= A : , : = B

Tn Zn

B Yn /) B, Bs Yn /) B,

Despejando (y1, - -+ 92)¢ de la primera expresion y sustituyéndola en la segunda se tiene
Z1 T

— BA!

Zn

Bg Bl

14
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6. Dado un espacio vectorial V' de dimensiéon cuatro y un s.e.v de V, W, de dimensiéon 3, del que se
conoce una base:

_— O =
O = = O
c
)
|
O = =N

determine unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de W.
Solucién:

= Ecuaciones paramétricas

T = « + 2y
x €W = x=au; + fus +yu3 & ii Z @ i g I z (4)
Ty = «

» Ecuaciones implicitas

Eliminando los parametros a, 8 vy 7 de las ecuaciones paramétricas anteriores se obtiene una
ecuacion implicita de V:

4% ecuacibon — a = x4
a ., _ 1 _ T4
1* ecuacion — v = 5 5
3% ecuacion — [ = w3 — G+ %

sustituyendo en la 22 ecuacién — x9 = x4 + x3 — 19 — 23 — 24 = 0.

Observacion 1: El sistema de ecuaciones paramétricas es compatible determinado, tiene una tinica
solucion: las tres coordenadas (o, 3,) del vector x de W respecto a la base B. Para obtener el sistema
de ecuaciones implicitas se despejan los parametros de las ecuaciones linealmente independientes (en
este caso la 12, la 3% y la 4%) y se sustituyen en las restantes (en este caso una sola, la 2%). El sistema
de ecuaciones implicitas es siempre homogéneo y determina las condiciones (en nuestro caso solo una)
que deben cumplir las coordenadas de un vector de V' para pertenecer a W. Si se conoce la dimension
del subespacio, p (en este caso p = 3), se sabe a priori el nimero de ecuaciones implicitas:
r =mn — p, siendo n la dimension del espacio de referencia (en este caso n = 4).

Observacion 2: Un sistema de ecuaciones implicitas de un subespacio vectorial no es tnico, cualquier
otro sistema equivalente es valido como sistema de ecuaciones implicitas del subespacio en cuestion.
Por ejemplo, en este ejercicio, la ecuacion 2z — 2x3 — 2x4 = 0 tambien vale como ecuacién implicita
de W. Lo mismo sucede con el sistema de ecuaciones paramétricas, tampoco es tnico, cualquier
sistema de ecuaciones paramétricas formado a partir de una base cualquiera del subespacio
en cuestiéon es valido, por ejemplo el sistema

r1 = 2« + Y
xg = 2a + [ + 7/2
T3 = + B+ /2
T4 = 2«

también vale como sistema de ecuaciones paramétricas de W.

Observacion 3: El proceso (que se ha utilizado en este ejercicio) de obtener las ecuaciones implicitas
despejando los parametros de las ecuaciones paramétricas linealmente independientes para después
introducirlos en las restantes puede ser engorroso en el caso de subespacios de dimensiéon elevada y
bases con pocos ceros en sus coordenadas. Para evitar errores en estos casos es aconsejable resolver
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el sistema de ecuaciones paramétricas (4) por el método de Gauss (trabajando directamente con la
matriz ampliada de (4)):

1 0 2 x4 1 0 2 T
1 1 1 a 01 —1 To — X1
011 235 |71 00 2 z34+21—a0
1 0 0 x4 0 0 0 —xz0+4x3+ 24

Las tres primeras ecuaciones permiten despejar los parametros o, 8 y v en funcion de x1, x2, 3 y
x4 pero esto no es lo que se pide en el ejercicio. Lo que se pide es hallar la ecuacién implicita, para
ello hay que fijarse en la cuarta ecuacion: para que el vector x = (z1, T2, 23, 74)" pertenezca a W es
condicién necesaria y suficiente que el sistema (4) sea compatible y para ello es necesario y suficiente
que —x9 + x3 + x4 = 0. Por lo tanto esta dltima ecuacién seria una ecuaciéon implicita de W.

7. Dados los s.e.v de R?:
le{XERB $1—$2:0} yWQZ{XERB $3=0},

Halle:
a) Unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones implicitas de Wy + Wa.
b) Unas ecuaciones implicitas de Wy N Wa.

Solucién:

a)

T = « 1 0
W, ={{xeR? t.q. To = « = Base de W7 : 1 0
r3 = B 1
r = « 1 0
Wy ={xeR3 t.q. T = f = Base de Wy : 0 1
r3 = 0 0 0

La unién de las bases de W7 y W5 es un sistema generador de W7 4+ Ws. Por lo tanto

1 0 1 0 1 0 0
Wi+Wy = < 1 0 0 1 > = Base de W1+Wy = 0 1
0 1 0 0 0 0 1

En consecuencia W; + Wy = R3.
Ecuaciones paramétricas:
r, =

Wi+ Wy = x € R? t.q. To
r3 =

o
B
v

No hay ecuaciones implicitas porque todos los vectores de R3 pertenecen a Wi + Ws. Observe
que si se eliminan los parametros de las paramétricas no queda ninguna ecuacién dependiente
en la que sustituir los valores de los pardmetros.

b) Para que un vector pertenezca a Wi N Wj tiene que pertenecer a Wy y Wa. Por tanto tendréa que
verificar la ecuaciéon implicita de Wi y la ecuaciéon implicita de Wa:

W1ﬁW2:{x€]R3t.q. { xl_i2 - 8}}
3
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8. Dados los subespacios vectoriales de R?

Ul = <(170707070)t7 (17 1a01070)t7 (07 1707 170)t7 (273703 170>t>a
UQZ {X€R5/x1 —x2+x4—x5:0,m3—x5:0},

en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de R?, halle unas ecuaciones implicitas
de

a) U + Us,

b) UinNUs .
Solucién:

a) A partir del sistema generador de U; se obtiene una base de Uy:

10 0 00 10 000 (1) (1) 8

1 1.0 00 01000
01010| 000 10| Bwedl= 8 8 (1)
23 010 000 0O 0 0 0

y a partir de las implicitas de Us una base de Us:

rn=a—pF3+~ 1 -1 1
To = « 1 0 0
Uy = XG]RSt.q. T3 =" = Base de Uy : 0 0 1
x4 =0 0 1 0
T ="y 0 0 1

Uniendo las bases de U; y Us se obtiene un sistema generador de U; + Us:

1 0 0 1 -1 1
0 1 0 1 0 0
Uy +U = < 0 0 0 0 0 1 >
0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
= Base de Uy + Uy = 0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
Ecuaciones paramétricas de Uy + Us:
T =«
v =f3
Ui +Uy=<{xeR’t.q. T3 ="
Ty =
T5 =7

y a partir de las paramétricas se obtienen las ecuaciones implicitas (en este caso una sola,
1 =5—4) despejando los parametros de las cuatro primeras ecuaciones y reemplazéndolos en la

quinta:
Ui+ Us :{X€R5/l‘3—x5 =0}.
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b) Los vectores de Uy N U; tienen que verificar a la vez las ecuaciones implicitas de Uy y las de Us.
Unas ecuaciones paramétricas de U; se obtienen a partir de su base y a partir de las paramétricas
de U; se obtienen unas ecuaciones implicitas:

1 =«

Ty = [ _
U =<{xeR tq. x3 =0 :>U1:{XER5t.q.{x3:8}}

Ty =7 e

.%'520

Uniendo las ecuaciones implicitas de Uy y Us y eliminando las linealmente independientes se
tendran las ecuaciones implicitas buscadas:

Ty — X9+ T4 —2x5=0

_ 5 zg—w5 =0 _
U NUs=(¢xeRt.q. P =
x5:0

Ty — X2+ x4 —25=0
x € R’ t.q. 3 =10
$5:O

Por lo tanto dim(U; N Uy) = 2. Dato que se conocia a priori por la formula de Grassman:
dim(U; N Us) = dim(Uy) + dim(Uz) — dim(U; +Uz) - 2=3+3 — 4.

Ejercicios del final del capitulo

1. (Ejercicio 3) Indique si los siguientes subconjuntos son o no subespacios vectoriales de los espacios
vectoriales que se indican en cada apartado:

a) Wi ={(z,y,2) €ER3/x = z} de R3.

Solucién: es un subespacio vectorial porque

51 V1 avy + By
al us | +8 va | = aus+ Buo
51 V1 avy + By

y, por lo tanto, Vu,v € Wy y Va, 8 € R se verifica
au+ pfv e Wy.
b) Wo = {(z,y,2,t) € R* /o =1} de R

Solucién: no es un subespacio vectorial porque sumando dos vectores de Wy se obtiene otro
vector que no pertenece a Ws:

1 1 2

u + V2 i U9 + v
us V3 - usz + v3
Uy V4 Ug + Vg

c) Wz ={(x,y) €R?2 /2 >0ey >0} de R
Solucién: no es un subespacio vectorial porque se pueden encontrar combinaciones lineales de
vectores de W3 que no pertenecen a Wj:

o(m)ren(n) -2

18
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2. (Ejercicio 10) Sea W = {(z,y,2)' € R® /o +y+ 2 =0} y sea v = (2,1, —l)iei} € W. Se pide:

a) Comprobar que By = {(—1,0, 1)I~:{ei}’ (—1,3, 72)?{%}} es una base de W.

Solucién: hay que demostrar que

1) Bw es un conjunto linealmente independiente. Para ello habra que demostrar que el sistema

homogéneo
—1 -1 0 -1 -1 0
ol o+8l 3|=(0]<| o 3 ( g ) = o
1 -2 0 1 -2 0

admite inicamente la solucion trivial (a, 3)" = (0,0)f. Como

-1 -1 -1 -1
0 3 |~ 0o 3
1 -2 0 O

el rango de la matriz de coeficientes es dos y la tinica solucién del sistema es («, )t = (0, 0)%.

Observacion: se llegaria a la misma conclusiéon calculando el rango de la matriz de coefi-
cientes traspuesta (cuyas filas son las coordenadas de los dos vectores de Byy)

-1 0 -1 -1 0 -1
1 3 -2 0 3 -3/
2) By es un sistema generador de W. Para que Byy sea un sistema generador hay que demos-
trar, en primer lugar, que By C W (trivial: los dos vectores de By verifican que la suma

de sus coordenadas es igual cero) y, en segundo lugar, que cualquier vector de W se puede
expresar como combinacion lineal de los vectores de Byy:

-1 -1 a ul
0 3 < 3 ) = U2
1 -2 —UuUl1 — U2

Para demostrar que a y B existen, se comprueba que el sistema anterior es compatible:

-1 -1 U1 -1 -1 wuy
0 3 () ~ 0 3 U2 ; (5)
1 -2 —UuU1p — U 0 0 0

como efectivamente lo es al coincidir los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz
ampliada, concluimos que es un sistema generador.

Observacion 1: se podria haber comprobado a la vez que By es un conjunto linealmente
independiente y un sistema generador y, por lo tanto, una base, verificando (tras comprobar
By C W) que el sistema (5), ademas de compatible, es compatible determinado, lo que
implica que los coeficientes o y 5 son tinicos.

Observacion 2: W esta definida mediante una ecuacién implicita, lo que implica que su di-
mension es dos (dim(W) = dim(R3) — r, con r = n° de ecuaciones implicitas linealmente
independientes de W). Sabiendo que la dimensién de W es dos no es necesario comprobar que
By es un sistema generador de W, bastarfa con comprobar que los dos vectores de By son
linealmente independientes ya que un conjunto de dos vectores linealmente independientes de un
subespacio vectorial de dimensién dos siempre es un sistema generador del subespacio.
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b)

Hallar las coordenadas de v respecto de Byy.

Solucion: si se resuelve el sistema (5) se obtiene:
a = —up —uy/3,
/8 = U2/3,

donde « y 8 serén las coordenadas de un vector cualquiera de W en la base By y u1 y us las dos
primeras coordenadas del mismo vector en la base {e;}. Por lo tanto en el caso de v se tendra:

(),

Hallar las coordenadas de v respecto de la base B de R? dada por B = {(1,1, O)f{e.}, (0,1, 1)29'},
(2,0, 1)1{%}}.

Solucion: en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base B en funcion de la
base {e;}, por lo tanto se conoce el cambio de base desde B a {e;}:

2 10 2 n
~1 =110 Ys
1/ () 01 1 vs ) 4

Como hay que hacer el cambio inverso, se resuelve el sistema anterior (compatible determinado
si B es una base de R?) y las soluciones seran las coordenadas de v en la base B. También se
puede invertir la matriz del cambio de base de B a {e;} (més costoso en operaciones pero con
la ventaja de tener la matriz del cambio de base de {e;} a B calculada para futuros cambios de
base) y multiplicarla por vg. Haciendo esto ultimo:

n /3 2/3 —2/3 2 2/3
wp | = -1/3 1/3  2/3 ~1 = | —5/3
s ) 4 1/3 -1/3  1/3 -1/ ey 2/3
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Aplicaciones lineales

1. Si las soluciones de los sistemas

3r1 +x2 + x3 = 5 3x1 + a2 + x3 = 7
201 — 19 —2x3 = —1 y 201 —x9 — 2x3 =
3r1 +4x0 — bry = 2 3r1+4x0 —bry = 1

son, respectivamente, x1 =1, 20 =1, 23 = 1y 1 = 2, x9 = 0, x3 = 1, obtenga la solucién del sistema

3x1 4+ xo + 23 = 17
2%‘1 — T2 — 255‘3 = 0
3x1 + 4xo — dry = 5

utilizando el principio de superposicion.

Solucién: denotando

3 1 1 5 7 17 1 2
A= 2 -1 -2 ,b1= —1 7b2: 2 ,b3: 0 , X1 = 1 , X9 = 0
3 4 -5 2 1 5 1 1

y, sabiendo que f(x) = AX es la imagen de una aplicacion lineal f : R? — R3, se tiene que
A(ax) + fx2) = aAx) + fAxe = ab; + [be.

Por lo tanto si se conocen las soluciones de los sistemas Ax = by y Ax = by es posible obtener
la solucién del sistema Ax = ab; + Bbs sin resolver el sistema, simplemente haciendo ax; + X2
(principio de superposicion).

Para poder aplicar el principio de superposicién en este ejercicio hay que comprobar si existen a 'y 8
tales que

5 7 o 17
bs = aby + fby & -1 2 <5>: 0
2 1 )

Haciendo operaciones en las filas:

5 7 17 1 2 0 _y
-1 2 <g>: 0~ o 17 <g>: 17 —>{g:1
2 1 5 0 0 0 -

Por lo que la solucién del sistema utilizando el principio de superposiciéon es

1 2 4
x=ax;1+pPxo=2 1 |+ 0 | =1 2
1 1 3
2. Dadas las aplicaciones lineales
f: \%4 - W
1 2%’1
9 - f(x)= 2xs — w3
T+ 22 + T3
3/ B 211 — 23

B/
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y
g: w — U
Y1
Y2 2y1 — 2y
— = ,
Y3 9(y) ( 2y3 + 4yy >B//
y4 B/

obtenga la matriz de la aplicacion lineal go f : V — U asociada a las bases B y B”.

Solucion: matriz asociada a f en las bases B 'y B’

f: \%4 - W
Ag
—_——~
- 211 20 0 -
1 1
. 2$2—$3 . 0 2 -1 o
iQ - f(X) a 1+ X2 + x3 o 11 1 i2 o Afx
3/ B 221 — 23 - 2 0 -2 3/ B
Matriz asociada a g en las bases B’ y B”:
qg: w — U
Ag
Y1 "
Y2 2y1 — 29 2 -2 00
— — = = A .
vs 5) < 23 + 4y >B,, ( 0 024) 5 o
Ya ) g /B
Entonces, aplicando la definicién de aplicaciéon compuesta:
gof: V. — U
x = g(f(x) = g(A5(x)) = AgAsx = Agosx.
y la matriz asociada a g o f seré:
20 0
2 -2 00 0 2 -1 4 —4 2
Ag"f_AgAf_(o 024) 11 1 (10 2—6)
2 0 -2

3. Estudiar si la aplicaciéon lineal
f:V =W talque f(x)=(y1,v2,53)" = (221 + 22, 21 + 229, 321)",

donde (y1,y2,y3)" son las coordenadas de f(x) en una cierta base de W'y (z1, z2)! son las coordenadas
de x en una cierta base de V', es biyectiva, inyectiva pero no biyectiva, sobreyectiva pero no biyectiva
o ninguna de las tres cosas.

Solucidén: expresiéon matricial de f en las bases de referencia:

2 1 .
- (13) (1),
3 0/)\"
No puede ser sobreyectiva porque dim(W) > dim(V') con lo que dim(Im f) nunca podra ser igual a

dim(W). Por otro lado

2 1
rg 1 2 =2 = dim(Im f).
30
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De donde se deduce que dim(ker f) = dim(V') —dim(Im f) = 2—2 = 0 y por tanto al ser ker f = {0},
f es inyectiva pero no biyectiva.

. Sea la aplicacion lineal
f: Vv - W
x = (y1,y2,y3)" = (x1 + 22,21 — 222, 21)"

referida a las bases B = {ej,e2} de V y B* = {uj,uz,us} de W. Dado el vector z = €} + 3e),
determine la expresion de f(z) en la base B*, sabiendo que la relacion entre las bases B = {€],€,} v
B es la siguiente:
{ el =e +e
e, = 3e; — 2ey

Solucién: la matriz de la aplicacién lineal en las bases B y B* es

1 1
A= 1 =2
1 0

Por otro lado la matriz de cambio de base de B a B es
1 3
P=(e} QIZ)B:<1_2>'

Realizando el correspondiente cambio de base, la matriz asociada a f en las bases B y B* es

2 1
A=AP=| -1 7
1 3
y, hallando f(z),
2 1 1 )
fla)=| -1 7 (3)— 20
1 3 10
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5. Espacio euclideo
1. Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
Xy =dr1y1 — 4x1y2 — 4xoyr + 6z2y2 + T1y3 + T3y1 — 3T2y3

—3x3Yy2 + 273Y3,

en donde las coordenadas de los vectores x e y estan expresadas en en cierta base {e;} de E, determine
la expresion de x -y en la base

u; —e; +es +e3

up = e + 2ey + 2e3

ur = 2e; + 2es + 3es

Solucién: expresion matricial del producto escalar en la base {e;} :

5 —4 1 Y1
Xy = ( Tl Ty X3 ) -4 6 -3 v | =x'Gy.
1 -3 2 Y3
Cambio de base de la base {u;} a la base {e;}:
Y1 11 2 yi
yv=1| v |=|1 2 2 vy | = Py’
Y3 123 Y3

El mismo cambio de base trasponiendo los vectores:

1 11
x'= (a1 w2 a3 )=(af o 25 )| 1 2 2 | =x"P".
2 2 3

Reemplazando las dos igualdades anteriores en la expresion de x -y en la base {e;} se obtiene su
expresion en la base {u;}:
X/ . y/ — (Xl)tPtGPy/ —_ (X/)tG/y/

donde
1 1 1 5 —4 1 1 1 2 3 -1 1
G' = PGP = 1 2 2 —4 6 —3 1 2 2 = -1 10
2 2 3 1 -3 2 1 2 3 1 01

2. Dado el espacio euclideo E, en el que la matriz de Gram del producto escalar, referida a un cierta
base B = {e1,e2,es}, es

1 2 0
G=|2 5 -1],
0 -1 2

halle
a) el angulo que forman los vectores e y eg,
b) el angulo que forman los vectores u = (1,2,0)% y v = (0,2,1)%.

Solucién:
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€] - €2 g12

_ 2
cos(eq,en) — = = —
@) = eal = Vonvem V5

— 2
— €1,e9 = arccos (\/5> ~ 0.4623 rad,

donde
er-ex =g, |eil=ver-e1=gi1 y ez =+ea-ex= /g
b)
(V)= Y 22 0.9629 — @,V (0.9629) ~ 0.2732 rad
cos(u,v) = = =~ 0. u, v =~ arc cos(0. ~ 0. rad,
[allflv]l v29v18
donde
1 2 0 0
u-v=(120)|2 5 -1 2 | =22,
0 -1 2 1
1 2 0 1
[ufP=u-u=(120) 2 5 -1 2 | =29y
0 -1 2 0
1 2 0 0
v|*’=v-v=(0 2 1) 2 5 -1 2 | =18.
0 -1 2 1

3. Dados el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar

Xy = 2m1y1 — 221y2 — 2%2y1 + 3T2y2 + Tay3 + T3Y2 + 27T3Y3 {e,}

y los vectores a = (1, 2, 1)?{81,} yb=(1,1, O)"{ei} pertenecientes a E, calcule

a) [la]l ylbl,
b) angulo que forman los vectores a y b,
c) d(a,b).
Solucion:
a)
2 =20 1
laj*=a-a=(1 2 1) -2 31 2 | =12 = |a|| = V12 =2V3.
0 1 2 1
2 =20 1
Ibl?=b-b=(110)| -2 3 1 1 | =1—|b|=1.
0o 1 2 0
b)
— a-b 3 —
cos(a,b) = = ~ 0.5774 — a,b ~ arc cos(0.5774) ~ 0.9553 rad,
lalllbll 2v/3
donde
2 -2 0 1
a-b=(12 1) -2 31 1 ]=3
0o 1 2 0
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c)
d(a,b) = [ —all = [[(0, =1, = 1),

-2

0
d(@,b?*=(Mb-a)-(b-a)=(0 -1 —1)| — 31 -1 | =7
1 2

O NN

y, por lo tanto

d(a,b) = V7.
4. Dados el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar

Xy = 22191 — 221Y2 — 22241 + 3%2y2 + Toys + T3y2 + 223Y3 (o)}

los subespacios

- T1+2x9=0 _ Ty —x92=0
W_{XGE/ r1+x2 —23=0 } yV_{XGE/ 1 +x3=0 }

y el vector a = (1,2, 1)?{%} perteneciente a E, determine
a) si a es ortogonal a W,
b) si los subespacios W y V' son ortogonales,
¢) una base de W+.

Solucién:

a) Base de W : {wy = (1,—1,0)'}. Para que comprobar si a es ortogonal a W hay que comprobar
si es ortogonal a los vectores de una base cualquiera de W':

2 -2 0 1
a-wi=(12 1) -2 31 -1 | =-7.
0 1 2 0

Por lo tanto a no es ortogonal a W.

b) Basede V : {vy = (1,1, —1)'}. Para que dos subespacios sean ortogonales es necesario y suficiente
que los vectores de dos bases cualesquiera de cada uno de ellos sean ortogonales entre si:

2 -2 0 1
viewy=(11 -1)| =2 31 -1 | =0.
0 1 2 0

Por lo tanto W y V son dos subespacios de E ortogonales entre si.

c) W esta formado por los vectores de E que son ortogonales a W:

2 =20 T
Wt = xEE/(l -1 0) -2 31 zy | =4xy —bxg — 23 =0
0 1 2 I3

W+ es un subespacio de dimension dos y a partir de su ecuaciéon implicita se puede obtener una
base que estara formada por dos vectores:

Base de W+ : {(1,0,4)",(0,1,-5)"}
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5. En R* se considera el producto escalar

Xy = T1y1 + T2y2 + T3Y3 + TaY4 {e;}-
a) Halle la proyeccion ortogonal del vector u = (4, —1,0, —2)t{ei} sobre el subespacio V' = (v, vs)
donde vy = (2, 2,0,0)f{ei} v vo = (1,0, _170)%&}'

b) Obtenga una base del subespacio ortogonal a V, V*, asi como la proyecciéon ortogonal de u sobre
VL
Solucién: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucién las coordenadas de
los vectores siempre se expresan en la base {e;}):

1 000 Y1 A
01 00

x-y:xtGy:(an T2 T3 y4) 00 1 0 Z; ZXty:Zl“iyi'
0001/ \w =

La base de referencia es, por lo tanto, ortonormal: G = Iy.

a) Base de V : B = {v; = (2,2,0,0)!,vo = (1,0,—1,0)'}. Se calcula la proyeccién ortogonal de u
sobre V' de tres formas distintas:

1) Utilizando la base B:

(u—ul)-vl:O:>(vl-vl)oz1+(v1-v2)oz2:v1-u
(u—uy) - va=0= (v2-vi)ag + (va-va)ag =va-u

en donde u; = Pr|yu = ajv; + agvy es la proyeccion ortogonal pedida.

Teniendo en cuenta que

2 2
2 2
vi-vi=(2 2 0 0)G 0 =(2 20 0) o | =8 (G=1),
0 0
1 1
0 0
Vl‘V2:V2'V1:(2 20 0) 1 =2, V2'V2:(1 0 -1 0) 1 = 2,
0 0
4 4
-1 -1
vi;u=(2 2 0 0) o | =6 voru=(1 0 -1 0) o | =%
-2 -2
el sistema queda
8o + 2a9 =6
2001 + 2a90 = 4

cuya solucion es a; = 1/3, ag = 5/3. La proyeccion pedida es, por lo tanto,

7/3
2/3
~5/3
0

Priyu=a1vi + agvy =

27



U. Kindelan

2) Hallando una base ortonormal de V:
z1=V1
t
V2 -7 . 1 ‘ 1 1
=vy— =(1,0,-1,0)" — —(2,2,0,0)" =( =,—=z,—-1,0 | ,
Z2 V2 Z1'Z1Z1 ( s Uy ’ ) 4( ) (2 9

Z1'Z1:V1'V1:8, V2'Z1:V2'V1:2.

Dividiendo z; y z2 por su norma se obtiene una base ortonormal:

1/2
zy-zo=(1/2 -1/2 -1 0) _1_/f =3/2.
0
Z1 1 ¢ Z2 V2 t
cp=—=—-(2,2,0,0)", co2= =—(1/2,-1/2,-1,0)".
lzal]  2v2 lz2fl V3
Finalmente se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada:
3 5v/2 t
Prlyvu=(u-cj)ci +(u-c2)cg = —=c1 + —=coa=( 7/3 2/3 —=5/3 0 ).
lvu=(u-cp)er + (u-cz)ep \@12\/32(/ / /3 0)
3) Hallando la matriz de proyeccion: si se denota
2 1/2
2 —1/2
A - (V17V2) - 0 _1 bl
0 0
la matriz de proyeccién sobre V' es
2/3 1/3 1/3 0
_ _ 1/3 2/3 1/3 0
_ t 1 gty tAN=1 gt _
Py = A(A'GA)"T"A'G = A(A"A) A" = 13 1/3 273 0
0 0 00
y
7/3
2/3
Pr[vu—PVu— _5/3
0

b) Unas ecuaciones implicitas de V- son:

vi-x=0—221+229=0
vo-Xx=0—x21—23=0

A partir de las ecuaciones anteriores se obtiene una base de V*: {(1,—1,1,0),(0,0,0,1)}.
Proyeccion ortogonal de u sobre V-1:

4 7/3 5/3

_ . N e O 2/3 | | —-5/3
u=Prjyu+Pr|yiu—Pr|yr =u—-Prlyu= 0 N 5/3
—2 0 -2
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6.

Diagonalizacién de endomorfismos

1. Sea f : R3 — R? el endomorfismo que, respecto a una cierta base {e;}, esta definido por las relaciones:

fle1) =9ez, f(e2) =9e1, f(e3) = 3es.

Compruebe si f es diagonalizable. En el caso de que lo sea, determine su expresion diagonal, indicando
cuél es la nueva base en la cual el endomorfismo tiene una expresion diagonal.

Solucién: expresion matricial del endomorfismo:

09 0 1
fx)=9 0 0 T2 | = Ax.
00 3 T3
Ecuacién caracteristica:
0—A 9 0
p(N) =|A—=)\| = 9 0—AX 01=—A=3)(A=9)(\+9) =0,
0 0 3—2AX
de donde se obtiene que f tiene tres valores propios distintos: A\; = 3, Ao = 9y A3 = —9. Las

multiplicidades algebraicas de los tres valores son, por tanto, iguales entre si e iguales a uno: m; =
mo = m3 = 1.

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V3, son

—3 90 1 0
9 -3 0 z | =1 0],
0 0 0 T3 0

y, por lo tanto {(0,0,1)!} es una base de V3 con lo que la multiplicidad geométrica de A\; = 3 es
S1 = dlm(‘/g) =1.

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vg, son

-9 9 0 1 0
9 -9 0 z2 | =1 0],
0 0 -6 3 0

y, por lo tanto {(1,1,0)!} es una base de Vy, siendo sy = dim(Vy) = 1.

Por ultimo las ecuaciones implicitas del subespacio propio V_g, son

9 9 0 1 0
9 9 0 z | =1 0],
00 12 T3 0

y, por lo tanto {(1,—1,0)!} es una base de V_g, siendo s3 = dim(V_g) = 1.
Al ser

3
domi=3 y mi=s;, i=1,--3
i=1

f es diagonalizable.

Observacion 1: el que un endomorfismo definido sobre un espacio vectorial de dimensién tres tenga
tres valores propios distintos implica que el endomorfismo es diagonalizable (no es necesario hallar
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las multiplicidades geométricas para comprobarlo), puesto que siempre se verifica que 1 < s; < my, lo
que implica que las tres multiplicidades geométricas (s;) tienen que ser necesariamente uno.

Observacion 2: Cuando se estudien los endomorfismos simétricos se comprobara que los endomorfis-
mos que tienen asociada una matriz simétrica de coeficientes reales (como es el caso de este ejercicio)
son siempre diagonalizables por semejanza.

La expresion diagonal es:

30 0 !
fx)=1 0 9 0 zh | = DX/
00 -9 o

0 1 1
oO1],1 1], -1
1 0 0

2. Dado el endomorfismo

x1 2x1 + T )

I B 101 + 279 B
estudie si f es diagonalizable o no y en el caso de que lo sea determine sus valores y subespacios
propios y la expresion del endomorfismo diagonalizado.

Solucién: expresiéon matricial del endomorfismo:
. 2 1 T .
=(12) ()~

2—-A 1
02— A

Ecuacién caracteristica:

p()\):|A—)\I|:‘ =2-N)? =X -4\ +5=0,

de donde se obtiene que f tiene dos valores propios distintos: A\ = 2-+i y Ao = 2—i. Las multiplicidades
algebraicas de los dos valores son, por tanto, iguales entre si e iguales a uno: m; = mo = 1. Como
las multiplicidades geométricas de los valores propios no pueden ser mayores que las algebraicas y no
pueden ser cero porque entonces no serian valores propios, se verifica my = s =mo =520 =1y f es
diagonalizable.

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vay;, son

T e ) (2)-(0)

y, por lo tanto {(1,1)'} es una base de Va; con lo que se verifica que la multiplicidad geométrica de
AM=2+7ies s = dlm(‘/Q_H) =1.
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Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V5_;, son

(2_(2_22 2_@_5)(2):(8)7

y, por lo tanto {(1,—1)'} es una base de V5_; con lo que se verifica que la multiplicidad geométrica
de Ao =2 —i es sp = dim(Ve_;) = 1.

La expresiéon diagonal de f es:
(241 0 A
o= (0 y 0 () -

referida a la base de C? formada por dos vectores propios:

) (h

La relacion entre la matriz diagonal D y la matriz original A es D = P~ AP con

po( 1),

. Dado el endomorfismo

f o — Ct
T ary + ars
€ ax
o = S
€3 ars + T4
Ty B —x3 — al4 B

en donde a € R, estudie en funcion de a si f es diagonalizable o no y en el caso de que lo sea determine
sus valores y subespacios propios y la expresion del endomorfismo diagonalizado.

Solucidén: expresiéon matricial del endomorfismo:

a a 0 0 T
o 0 a 0 0 T B
=100 o« 1 e | =A%
00 -1 —a Ty
Ecuacion caracteristica:
a—\ a 0 0
o . . 0 a-— )\ 0 0 _ . 2/12 2 o
p(A) =A== X| = 0 0 a—2 1= (@ —A)*(A a“+1)=0,
0 0 -1 —a—AX

de donde se obtiene que f tiene tres valores propios distintos: Ay = a, Ao = Va2 — 1y A3 = —va? — 1.
Las multiplicidades algebraicas de los tres valores son m; =2y mo = mg = 1.

a) a#0.
Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V,, son
0 a 0 0 T 0 0 a 0 0 T 0
00 O 0 z2 | [ O 0 0 -1 —2a z2 | | O
00 O 1 xzs | | O 00 O 1 zs | | 0]’
0 0 -1 —2a x4 0 00 O 0 T4 0

y, por lo tanto, al ser el rango de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones implicitas
igual a tres: s = dim(V,) = 4—3 = 1 < my, lo que implica que si a # 0, f no es diagonalizable.
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b) a=0 ()\1 :0,)\222',)\3:*1').

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vj, son

00 00 1 0 0a 0 0 71 0
00 00 x| [0 00 —1 —2a x| [ o
00 01 zs | 1o |7 oo o 1 zs | | o |
00 —1 0 74 0 00 0 0 74 0

y, por lo tanto {(1,0,0,0)%,(0,1,0,0)} es una base de Vj, siendo s; = dim(Vp) = 2 = my, lo
que implica que si a = 0, f es diagonalizable puesto que al ser mo = m3 = 1 necesariamente
S9 = S§3 = 1.

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V;, son

i 0 0 0 1 0 i 0 0 0 1 0
0 —i 0 0 x| |0 0 —i 0 0 x| |0
0 0 —i 1 zs | 1o |7 o o —i1 zs | | o |7
0 0 -1 —i T4 0 0 0 00 T4 0

y, por lo tanto {(0,0,1,7)'} es una base de V;, con lo que se comprueba que, efectivamente,

SS9 = dlm(VZ) =1.

Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V_;, son

i 0 00 1 0 i 000 71 0
0 i 00 z | |0 0 i 00 x| |0
00 il zs | o |7l oo i1 zs | 1o |7
00 —1 i 74 0 000 0 74 0

y, por lo tanto {(0,0,1,—i)} es una base de V_;, con lo que se comprueba que, efectivamente,

s3 =dim(V_;) = 1.

La expresion diagonal de f es:

o O O

f(x) = ’ = Dx'

o O O O
O =~ O O
.o O O
8
o~

)

referida a la base de C* formada por dos vectores propios:

1 0 0 0
0 1 0 0
ol’to |’ 1]’ 1
0 0 ) —1

La relacién entre la matriz diagonal D y la matriz original A es D = P~ AP con

1 0 0 O
01 0 O
P= 0 0 1 1
0 0 ¢+ —2
4. Dadas las matrices
« 8 v -1 0 0
A= 3 -1 3 | yA = 0 -1 0 |,
3 6 2 0 0 2
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a) determine los valores de «, 3,7 y 0 para que A y A’ sean semejantes,

b) con los valores de o, 8,7 y ¢ obtenidos en el apartado anterior, halle una matriz regular (inver-
sible) P de dimension tres tal que PA’ = AP.

Solucién:
a) M1 =—1(m1 =2)y Ay =2 (mg = 1) son los dos valores propios de A si A’ es semejante a A.

Para que A sea diagonalizable por semejanza se tiene que verificar

m1251:2,
m2232:1.

Imponiendo las dos condiciones anteriores se obtendran los valores de «, 8,7 y ¢:

» Para que s; = dim(V_;) sea igual a dos es necesario que el rango de A — A\l = A+ I sea

igual a uno:
a+l B v 3 0 3 3 0 3\ 6#0
A+1T= 30 3 |~ 3 6 3 |~10 4 0|7~
3 6 3 a+l B ~ 0 38 3y—3(a+1)
3 0 3
0 ¢ 0
0 0 3v=3(a+1)

y, por lo tanto, es necesario que § =0, 5 =0y 3y—3(a+1) =0 — v = a+ 1. Observe que
hay que fijarse en la pentltima matriz equivalente, la altima (que solo es valida para ¢ # 0)
tiene siempre rango mayor que uno.

» Para que sp = dim(V2) sea igual a uno es necesario que el rango de A — Aol = A — 21 sea
igual a dos:

a—2 0 v 3 00 3 00
A—-2]= 3 -3 3 |~ 3 -3 3 |~10 -3 31,
3 00 a—2 0 0 0
de donde se deduce que v = 0, lo que, a su vez, implica que a =y —1 = —1.

En consecuencia para que A y A’ sean semejantes es neceario y suficiente que

a=-1, =0, y=0y 6d=0.

Comprobacion:
—1-A 0 0
|A—\I| = 3 —1-) 3 =—1+N-1+N2=-N]=010+N32-)) =0,
3 0 2—2A
con lo que, efectivamente, A tiene dos valores propios: \; = —1 (m; =2) y Ay =2 (m2 = 1)
iguales a los de A’ y, al ser
0 00
rg| 3 0 3 | =1
3 0 3

la dimension de V_ es dos, con lo que s; = dim(V_;) = 2 y A es diagonalizable por semejanza
siendo A y A’ dos matrices semejantes.
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b) Se pide la matriz P tal que:
A =P AP,

matriz cuyas tres columnas seran las coordenadas de tres vectores propios de A que se obtienen
uniendo las bases de V_1 y Va:

-1 0
Vo ={x€R® 3z +323=0} > Basede V_q = 0 ].[1
1 0
0
3z1 =0
— 3 1 . —
VQ_{XGR/3x1—3x2+3x3=0}_>BabedeV2_ 1
Por lo tanto
-1 0 0
P= 0 1 1
1 01
5. Diagonalice ortogonalmente la matriz
3 -2 4
A= -2 6 2 |,
4 2 3
sabiendo que Ay = —2 es un valor propio de A. Debe obtener la matriz diagonal semejante a A, D,y

la matriz ortogonal de cambio de base utilizada, P (D = P~'AP y Pt = P71).
Solucién: en primer lugar se calculan los valores propios y los subespacios propios de A.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

3-N =2 4
PiA)=]A-X|=| -2 6-2\ 2 | =A%+ 1202 — 21\ — 98.
4 2 3-)

Sabiendo que A = —2 es un valor propio de A y, por lo tanto, una raiz de Pg(\):
Pa(A) = —(A+2)(A —T7)%

Los valores propios de A son Ay = —2 y Ay = 7 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y
dos. La matriz A es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es diagonalizable por
semejanza, lo que implica que las multiplicidades geométricas también seran uno y dos. A continuaciéon
se obtienen las ecuaciones implicitas de V_s y V7, comprobando que , efectivamente, s = dim(V_g) =1
y so = dim(V7) = 2:

5 -2 4 1 0 _
V_ g = XER?’/ —2 8 2 To =10 :{XER3/_:CI+;1§2123 : 8},
4 25 o 0 2T
1 -1 1 I 0
Vi = XER3/ -1 1 -1 To =10 :{XER3/—2m1—x2+2x3 = 0}.
1 -1 1 T 0
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La matriz D semejante a A es

-2 0 0
D = 070
0 0 7

Para hallar una matriz de cambio de base ortogonal se unen dos bases ortonormales de los dos
subespacios propios de A:

2 2
1
Basede V_9: { vy = 1 — Base ortonormal : { ¢; = io_2 1
L Ml =3\
1 0
Base de V7 :  vg = -2 |, vy=| 2 —
0 1
1 1 1 4
Base ortonormal : {co=— | —2 |,c3=—+=-| 2

i\ g 3V5 | 5

La base ortonormal de V7 se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:

n 0\ ,/ 1 4/5
Zo = Vo, Z3:V3_Z3-Z2Z2: 2 +5 -2 = 2/5
20 1 0 1

1 4

Z9 1 Z3 1

Coy = = , C3 = —F 2
ool ~ V5 \ Ty fesl ~ 3v5 |
Por lo tanto una matriz de cambio de base ortogonal es

2/3  1//5 4//45
P=(c ¢ c3)= 1/3 —2/V5 2/\/45
—-2/3 0 5/V45

VerificAndose
D=P'AP y PpPi=pL

Observacion: La matriz P no es tnica. Escogiendo bases distintas de los subespacios propios o
cambiando el orden en la aplicaciéon del método de Gram-Schmidt se obtienen matrices de cambio de
base ortogonales distintas.

. Diagonalice ortogonalmente la matriz

1 -2 4
A= -2 —2 —2 |,
4 -2 1

sabiendo que A\; = 6 es un valor propio de A. Debe obtener la matriz diagonal semejante a A, D, y la
matriz ortogonal de cambio de base utilizada, P (D = P~'AP y Pt = P71),

Solucidn: en primer lugar se calculan los valores propios y los subespacios propios de A.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

1— A —2 4
PN =]A=X|=| -2 —2-X =2 |=-X+427T\+54
4 —2 1-2X
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Sabiendo que A = 6 es un valor propio de A y, por lo tanto, una raiz de P4(\):
Pa(\) = —(A=6)(A+3)2

Los valores propios de A son Ay = 6 y Ay = —3 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y
dos. La matriz A es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es diagonalizable por
semejanza, lo que implica que las multiplicidades geométricas también seran uno y dos. A continuacién
se obtienen las ecuaciones implicitas de Vg y V_3, comprobando que , efectivamente, s; = dim(Vg) = 1
y s2 =dim(V_3) = 2:

-5 =2 4 T 0
Ve = X€R3/ -2 -8 =2 To = 0 _{X€R3/x1—|—4x2—|—a}3 - 0},
4 _9 _5 o 0 200 +x3 = 0
4 -2 4 1 0
Vo= xeR?'/ -2 1 =2 zo | =1 0 ={xeR®/ 2z —zo+223 = 0 }.
4 =2 4 €T
La matriz D semejante a A es
6 0 O
D=0 -3 0
0 0 -3

Para hallar una matriz de cambio de base ortogonal se unen dos bases ortonormales de los dos
subespacios propios de A:

-2 —2
1
Base de Vg : < vi = 1 — Base ortonormal : { ¢; = vz 1
) HV1H 3 —9
1 0
Basede V_g:<vo=|[ 2 |,vg=| 2 —
0 1
1 L 1 —4
Base ortonormal : {co=—1[ 2 |,c3=—= 2

La base ortonormal de V_3 se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:

-2 0 A —4/5
Zy9 = V9, Z3ZV3_ZZ)'Z;Z2: 2 —g 2 = 2/5
1 0 1

Z9 1 1 z3 1 _;1

Co = = 2 , C3 = = —
fal =5\ ol ~ 375

Por lo tanto una matriz de cambio de base ortogonal es

-2/3 1/v/5 —4/\/45
P=(c c c3)= 1/3 2/v5  2/V/45
—-2/3 0 5/v45

at
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VerificAndose

D=P'AP y pPt=pL

Observacion: La matriz P no es tnica. Escogiendo bases distintas de los subespacios propios o
cambiando el orden en la aplicaciéon del método de Gram-Schmidt se obtienen matrices de cambio de
base ortogonales distintas.

. Dada la matriz
—4
01,

)
A=1 0
2 —1

o w O

calcule A'3. Sugerencia: diagonalice A por semejanza.

Solucién: El polinomio caracteristico de la matriz A es

5- )\ 0 —4
Pa(A) =|A - )| = 03—\ 0[=0B-NA\—4r+3=—-A-3*\—-1).
2 0 —1-2X

Los valores propios de A son A\; =1 y Ay = 3 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y dos.
A continuacién se obtienen las ecuaciones implicitas de Vi y V3 para determinar las multiplicidades
geométricas de Ay y Ao:

4 0 —4 1 0
Vi = xeR3/ 02 0 e | =1 0 :{xeRi"/%l_;mf‘ - 8},
2 0 —2 2 0 2=
2 0 —4 T 0
Vs = xeR3/ 00 0 za | = 0 ={xeR®/ az1—223 = 0 }.
2 0 —4 To 0

Por lo tanto s1 = dim(V}) =1y s = dim(V3) = 2 y A es diagonalizable por semejanza al verificarse
mi1 =81 =1y mo = sy = 2. La matriz diagonal semejante a A es

D=

S O =

0
3
0

w o o

Uniendo las bases de los subespacios propios se obtiene una base de R? formada por vectores propios:

1 2 0
Basede Vi : ¢vi=| 0 , BasedeVg:(vo=| 0 |, vy=1| 1 ,
1 1 0

Base de R = Base de V4 U Base de V3 = {v1,va,vs}.

En esta base de vectores propios, el endomorfismo representado por A en la base de referencia original
tiene una expresion diagonal representada por la matriz D, verificindose que

A=PDP!, (6)
con
120
P:(Vl,Vg,V3): 0 0 1
110
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Si en la ecuacion (6) elevamos a 13 ambos miembros queda:

AB =ppp~'ppp~'...PDP'PDP ' = PDB P! =

1 20 10 0 -1 0 2 3188645 0 —3188644
00 1 0 38 0 10 -1 | = 0 1594323 0
110 0 o0 313 01 0 1594323 0 1594323

Ejercicios del final del capitulo

1. (Ejercicio 7) Dos empresas fabricantes de automoviles (A y B) controlan el mercado de un pais
repartiéndoselo al 60 % y 40 % respectivamente. Este ano en el mercado se mueven treinta mil millones
de euros. Si los compradores de la marca A son cada afio fieles en un 30 % y se cambian cada afio a
la otra marca un 70% y en el caso de la marca B, son fieles el 40 % y optan por la otra marca un
60 %. ; Como se repartiran el mercado al cabo de 10 anos, suponiendo que la fidelidad a ambas marcas
permanece constante? Si se quiere estudiar el reparto del mercado en anos sucesivos se observa que
la variacion es muy pequena, practicamente despreciable (el reparto del mercado permanece cuasi-
constante al cabo de un cierto numero de anos)? Como se justificaria este comportamiento desde el

punto de vista de la diagonalizacién de endomorfismos?
» xF = (2F,25)"; 2% : ventas de coches (en euros) de la empresa A en el afio k, 25 : ventas de

coches de la empresa B en el ano k.

Aplicacion lineal que transforma la distribuciéon de ventas de un ano al siguiente:

k+1 k k
A =03k 40608 g e, (0308
P =07k 1 0deh T TN AT Lo 04 )

» x* = (18 x 10%,12 x 10%)%. La distribucién de las ventas dentro de 10 afios sera: x'0 = A10x0,
Para calcular A9 se diagonaliza por semejanza la matriz A:

Resolviendo la ecuacion caracteristica |A — M| = A% — %)\ — 13—0 = 0 se obtienen los valores
propios, A\; = 1 de multiplicidad algebraica 1 (m; =1) y Ag = —% de multiplicidad algebraica
1 (m2 = 1)

Se hallan los subespacios propios:

Vi, ={ZeR*/(A- 1T =0}

feer (07 00)(2)=(0)}

Del sistema homogéneo anterior se obtiene una base de Vj;:

Base de Vjy, : {c1 = (1,7/6)"}.

La multiplicidad geométrica de A; es 1 (dato que ya se conocia puesto que la multiplicidad
algebraica de A1 es 1).
Vi, = {x € R*/(A+03)x =0} =

0.6 0.6 x 0

3 1) _
emr (07 05 ) (2 )= (o)}
Resolviendo el sistema homogéneo se obtiene una base de V),:

Base de Vy, : {co = (—1,1)}, }.
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La multiplicidad geométrica de A2 es 1 (dato que ya se conocia puesto que la multiplicidad
algebraica de A\g es 1).

Al coincidir las multiplicidades algebraicas con las multiplicidades geométricas A es diagonali-
zable por semejanza (dato que ya se conocia al ser los dos valores propios distintos) y uniendo
las bases de los dos subespacios propios se obtiene una base de R? formada por vectores propios:
{c1,c2}. En esta base la expresion del endomorfismo sera:

F(y) = (y1, —0.3y2)".

Si se denomina D a la matriz (diagonal) asociada a f en la base {cy, ca}, se verifica:

(10N
D_<0_0.3>_P AP

P:<7/gs _1>

es la matriz de cambio de base de {c;} a {e;} (P = (c1,c2)(c,})- Si se despeja A de la expresion
anterior se obtiene A = PDP~!. Elevando A a 10:

en donde

A — (ppp1)" = ppOpP! =

1 -1 119 0 6/13 6/13 \ _
7/6 1 0 (-0.3)1 ~7/13 6/13 )
0.461541641 0.4615357362
0.538458359 0.5384642638 |

Por lo tanto la distribucion de ventas (en euros) después de 10 anos es:

<10 — 41040 ( 0.461541641 0.4615357362 > < 18 x 10° ) ~ < 13846178374 >

0.538458359 0.5384642638 12 x 10? 16153821625

= ;Qué sucede a largo plazo? Para responder a la pregunta se calcula lim,, ., x™:

lim A" = 1im (PDP™)" = P (1im D") P~ =

n—o0 n—o0 n—oo

(s 1) (o o) (7 o )=

( 6/13 6/13 )

7/13 7/13
lim x" — lm A"x0 — 6/13 6/13 18 x 10° \ _ [ 13846153846
oo™ n—oo —\ 7/13 7/13 12x10° )\ 16153846153 )

que seria el limite al que tiende la distribucion de ventas. Observe que ya en los primeros diez
anos se ha obtenido una distribucién muy similar a la de equilibrio.

= Justificacién desde el punto de vista de la diagonalizaciéon de endomorfismos: si se expresa el
endomorfismo en la base formada por los vectores propios se tiene

lk 0 O>
k k0 Y1
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o _ g [ 1F 0 B _(w
Y _klggo<0 (—0.3)’“)(1/8 L0 )y

Por lo tanto el el vector propio asociado a Ay = 1, cq, es el que determina la distribuciéon de
equilibrio:

1 e 1/(13/6) ~ 0.4615385 >
c = — distribucién de ventas = .
! ( 7/6 >{ei} < 7/6/(13/6) ~ 0.5384615

Expresando el resultado anterior en la base original:

0
0o _ Y1 _ 0 _ .0 LY_6 0, 0 1 (13846153846

(la misma distribucién que habiamos obtenido trabajando en la base original desde el principio)

= Resumiendo: a largo plazo la distribuciéon de las ventas seré:

Ventas de la empresa A = 46.15385 % ~ 13846153846
Ventas de la empresa B ~ 53.84615 % =~ 16153846153.
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7.

Formas bilineales y formas cuadraticas

1. Siendo ¢ una forma cuadréatica definida sobre un K— espacio vectorial V' y f su forma polar asociada,

demuestre que

f(x,y) = % (q(x+y) —aq(x) —q(y)),

vx,y € V.

Solucidn: se sabe que ¢(x) = f(x,%x) y q(y) = f(y,y). Por otro lado

qx+y)=f(x+ty,x+y)=qx) +qy) + f(xy) + f(y,x) =qx) + q(y) + 2f(x,¥y)

por ser f simétrica. Despejando f(x,y) de la expresion anterior se obtiene

Foey) = 5 (alx+y) — a(x) — ay)

vx,y € V.

Considere la forma cuadratica ¢ : V' — R definida por

q(x) = 3(x1)2 + (x2)2 + 4x1739 + 27173,

en donde (x1, 2, x3) son las coordendas de los vectores de V' en una cierta base B = {ej, ez, e3}.

a) Exprese matricialmente ¢ en la base B.

b) Exprese matricialmente ¢ en la base B’ = {uj, uy, ug} sabiendo que

Solucién:

a)

up
up
up

Z2

T3

€1
—281 —|—3e2
9e; —18es +9e3
3 2 1 T
) 2 10 T9 =x'Axp
1 0 0 T3

B

b) A partir de la relacion entre las bases B’ y B se pueden expresar las coordenadas de cualquier
vector de V en la base B en funcién de sus coordenadas en la base B’

r1
T2
3

B

1
0
0

-2
3
0

/ /
9 T 7
—-18 ), =P | a4
/ /

9 r3 ) g 3 ) g

Expresando las coordenadas en la base B en funcion de las coordenadas en la base B’ en la
expresion matricial de g se obtiene:

q(x) = (x)'P'APX = (x/)!A'X.

VerificAndose que la matriz asociada a ¢ en la base B’ es

A = PlAP =

-2
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3. Dada la forma cuadratica ¢ : V' — R, definida por
q(x) = (xl)Q + 2(.%'2)2 + (1'3)2 — 2x120 — 22023,

en donde (x1,x2,x3) son las coordendas de los vectores de V' en una cierta base B, determine una
base de ker ¢ e indique si q es degenerada o no.

Solucion:
1 -1 0 T
q(x) = ( T1 To T3 ) -1 2 -1 o
0 -1 1 T3

B
Por lo tanto

1 -1 0 o e —0
kerg={x€eV -1 2 -1 9 =0 :{XEV/ te }
0 -1 1 25 =0

3/ B

8 8

de donde se deduce que ker ¢ tiene dimensién uno y una base de ker g es, por ejemplo,

1
Base de kergq : 1
1/ g

Al ser ker ¢ # {0}, ¢ es una forma cuadratica degenerada.
4. Sea g : V — R una forma cuadratica cuya expresion en una cierta base B = {e1,ez,e3} de V es
q(x) = 3(:61)2 + (332)2 + 4dx120 + 221 23.

Obtenga, utilizando operaciones elementales en su matriz asociada, una base de V' en la que la matriz
de ¢ sea una matriz diagonal. Clasifique q, indicando su signatura.

Solucidén: expresién matricial de g:

3 21 T
q(x) = ( T1 To T3 ) 210 9 =x'Axp
1 0 0 I3

B

A continuacion se realiza la triangularizacion gaussiana de la matriz A con la particularidad de que
después de cada operacion elemental sobre las filas de A se realiza la misma operaciéon sobre las
columnas de A. El proceso se detendra cuando se obtenga una matriz diagonal que sera congruente
con la original. En paralelo se realizan las mismas operaciones elementales solo sobre las filas de la
matriz unidad, obteniéndose la traspuesta de la matriz de cambio de base.

3F2 - 2F1 302 - 201
32 11]100 SF_F 3 2 1] 100 30, — O
2101010 ~ 0 -1 -2 -2 30 ~
1000 01 0 -2 -1 |-1 0 3

3C5 — 6Cy

o

|

w

|

=)

|

N
w0 w O
© oo
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En consecuencia la matriz asociada a ¢ en la base B’ = {(1, 0,0)t,(-2,3,0)%, (9, —18, 9)t} es

3 0 0
0 -3 0
0 0 8l
3 0 0 z)
gx)=(ay 25 25 )| 0 =3 0 zh | =3(h)? — 3(x))” + 81(zh)*.
0 0 81 2 )

q es indefinida y su signatura es (2,1).

5. Sea ¢ : V — R una forma cuadratica cuya expresion en una cierta base B = {e1,eq,e3} de V es

1) = (@0)” + 2(@2)? +

3

9 (333)2 — X2X3.

a) Obtenga mediante diagonalizacién ortogonal una base de V en la que la matriz de ¢ sea una
matriz diagonal. Clasifique q especificando su signatura.

b) Indique cudl es la forma canénica de gq. Obtenga una base de V respecto a la cual la expresion
de ¢ sea la de su forma canénica.

Solucién:

a) Expresion matricial de ¢:

1 0 0 T
q(x) = ( T1 T2 X3 ) 0 3/2 —1/2 9 = x'Axp.
0 —1/2  3/2 3

B

Para diagonalizar ortogonalmente ¢ en primer lugar hay que calcular los valores propios y los
subespacios propios de A.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

1-) 0 0
PA(\) = |A=\| = 0 3/2—X  —1/2 |=(1=-N((3/2=XN)?—=1/4) = —(A—1)>(A—2).
0 —1/2 3/2—2)

Los valores propios de A son A\; = 2 y A2 = 1 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y
dos. La matriz A es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es diagonalizable
por semejanza, lo que implica que las multiplicidades geométricas también serdn uno y dos. A
continuacion se obtienen las ecuaciones implicitas de V5 y Vi, comprobando que, efectivamente,
s1 =dim(Va) =1y s9 = dim(V) = 2:

-1 0 0 1 0

Vi = xeR3/ 0 —1/2 —1/2 z | =10 :{XGR3/ = 0},
0 —1/2 —1/2 9 0 vz ey =0
0 0 0 7 0

Vi= xeR3/ 0 1/2 -1/2 z | =0 ={xeR®/a3—a3 = 0}.
0 —-1/2 1/2 2 0
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Para hallar una matriz de cambio de base ortogonal se unen dos bases ortonormales de los dos
subespacios propios de A:

0 0
1
Base de V5 : { vi = -1 — Base ortonormal : < ¢ = Vi —
1 HV1H ﬁ 1
B B
1
Base de V7 :  vg = 0 , Vg = 1 —
0/ B L) g
1 1 0
Base ortonormal : { co = | 0 ,C3 = 1
0 V2
B B
La base ortonormal de V; se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:
N 0 0 1 0
Zo = V9, Z3 = V3 — 3 2Z2: 1 —l—I 0 = 1
#2 1 0 1
1 0
Cy = 2 _ 0 c3 = 23 _ 1 1
2 = — ; - -
[ z2]] 0 lzsll V2 \
B B

Por lo tanto una matriz de cambio de base ortogonal es

01 0
P:(C1 C9 C3): *1/\/5 0 1/\/§
1/vV2 0 1/v2

Verificandose
D =P AP, P'=pP7' yD=PAP

La matriz D semejante y congruente con A es

D=

S O N
O = O
_— o O

Por lo tanto la expresion diagonal de ¢ en la base B’ = {c1,c2,c3} es
2 00 @)
(o ap a5)[ 01 0] ah | =252+ @)+ @)
0 0 1 vy ) 5
A partir de su expresion diagonal se concluye que es una forma cuadratica definida positiva y su
signatura es (3, 0).
b) La forma canonica de q es:
q(x) = (21)* + (25)” + (x5),

que es la expresion de q en la base

1 0 1 0
B//:{\/écl,CQ,Cg}: —1/2 , 0 y —1/\/§
12 ), \ 0/, V2 ),
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Ejercicios del final del capitulo
1. Sea g : V x V — R una forma bilineal (no simétrica) definida mediante
9(%,y) = 3z1y1 + T21y2 — 2291 + 421Y3 — Sr2y3 + 3232

En una cierta base B de V. Considérese la aplicacion g : V' — R definida por ¢(x) = g(x,x). Expresar
matricialmente g y ¢ en la base B.

Solucién: expresion matricial de g:

3 7 4. yl
gxy)=(x1 22 23 )| -1 0 =5 Y2 :xtAgy.
0 3 0 Y3

Por otro lado
q(x) = g(x,x) = 3(x1)® + 6172 + 4z 123 — 22975 =

3 3 2 T
(x1 =z z3 )| 3 0 -1 T9 :xtAqx,
2 -1 0 I3

yva que la matriz de una forma cuadratica coincide con la de su forma polar que es siempre simétrica.
Observe que siempre

1
Ay = 3 (Ag—l—A;).
2. Dada la forma cuadréatica real
q(x) = (21)* + (x2)* + 3(23)* + 6x122 + 42123 — 102273,

definida sobre un espacio vectorial V' de dimensién tres y expresada en una cierta base B de V/,
a) determine su expresion matricial en la base B,
b) halle una base respecto a la cual su matriz asociada sea diagonal y clasifiquela.

Solucién:

a)

1 3 2 I
gx)=(z1 22 2z3) 3 1 =5 z2 |,
2 =5 3 I3

en la base B.

b) Se diagonaliza ¢ realizando operaciones elementales en las filas y las columnas de su matriz
asociada en la base B:

F, — 3F Csy —3C
103 2100\ 2 op (1 3 2] 100\ & o
3 1 =510 10 ~ -8 —-11 | -3 1 0 ~
2 5 3)00 1 0 11 -1|-2 0 1
10 0] 100N gu_qp (1 0 0 1 00Y g0 1,
0 -8 -—-11 -3 1 0 ~ 0 -8 -11 -3 1 0 ~
0o —-11 —1 -2 0 1 0 0 3 17 —-11 8

0 0 1 00
-8 0| -3 10
0 904 | 17 —-11 8

S O =
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En consecuencia la matriz asociada a ¢ en la base B’ = {(1,0,0), (-3,1,0), (17, —11,8)"} es

1 0 0
0 -8 0
0 0 904
1 0 0 @)
gx)=(a2y o4 a5 ) 0 -8 0 b = (2))% — 8(zh)? + 904(x})?.
0 o0 904 )\ ),

q es indefinida y su signatura es (2,1).

3. Dada la forma cuadratica real
q(X) = 4(.%'1)2 =+ 4(x2)2 + 4(:63)2 — 2x129 + 2$1.T3 — 2.%21‘3,

definida sobre un espacio vectorial V' de dimensién tres y expresada en una cierta base B de V,
a) determine su expresion matricial en la base B.

b) Sabiendo que A = 6 es un valor propio de ¢, diagonalicela ortogonalmente hallando una base
respecto a la cual su matriz asociada sea diagonal y clasifiquela.

Solucién

)

4 -1 1 T
q(x) = (x1x023) [ —1 4 -1 9
1 -1 4 T3

en la base B.

b) Para diagonalizar ortogonalmente ¢ en primer lugar hay que calcular los valores propios y los
subespacios propios de A.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

4—X -1 1
PN =|A-X|=| -1 4-X —1|=-X+12)% 45\ +54.
1 -1 4-2)

Sabiendo que A = 6 es un valor propio de A y, por lo tanto, una raiz de Pa(\):
Pa(A) = —(A = 6)(A\2 —6A+9) = —(A — 6)(A — 3)°.

Los valores propios de A son, por tanto, Ay = 6 y Ay = 3 con multiplicidades algebraicas
respectivas uno y dos. La matriz A es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es
diagonalizable por semejanza, lo que implica que las multiplicidades geométricas también seran
uno y dos. A continuacién se obtienen las ecuaciones implicitas de Vg y V3, comprobando que,
efectivamente, s; = dim(Vg) = 1y so = dim(V3) = 2:

2 -1 1 1 0 g
Ve = xE]R3/ 1 -2 -1 o | =1 0 :{XER3/ N
1 -1 -2 2 0 T2t @y =
1 -1 1 T 0
V3 = XERS/ -1 1 -1 To =10 :{X€R3/x1—x2+m3 = O}.
1 -1 1 To 0
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Para hallar una matriz de cambio de base ortogonal se unen dos bases ortonormales de los dos
subespacios propios de A:

1 1
1
Base de Vg : < vi = -1 — Base ortonormal : < ¢; = Vo -1
1 HVlH \/g 1
B B
-1 1
Base de V3 : ¢ vy = 0 , Vg = 1 —
L/ g 0/ p
-1 1
B t 1 L 0 L 2
ase ortonormal : { cg = — ,C3 = ——
V2 V6
B B

La base ortonormal de V3 se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:

s 1\ /-1 1/2
Zo = V9, Z3 = V3 — 3 2Z2: 1 +§ 0 = 1
22 %2 0 1 1/2
Z9 1 _(1) Z3 1 ;
02 = —-————-= — s 03 = ————- = —
fwl V| fwl VG \
B B

Por lo tanto una matriz de cambio de base ortogonal es

1/vV/3 —1/vV2 1/V6
PI(Cl Co Cg): —1/\/§ 0 2/\/6
1/vV/3  1/vV2 1/V6

VerificAndose
D =P AP, Pt=pP ' yD=PAP

La matriz D semejante y congruente con A es

D=

S O O
O W O
w O O

Por lo tanto la expresion diagonal de ¢ en la base B’ = {¢1,¢2,c3} es

6 0 0 x
(2f o a5 ) 0 3 0 a = 6(x))? + 3(xh)* + 3(2%)%

0 0 3 xh B
A partir de su expresion diagonal se concluye que es una forma cuadratica definida positiva y su
signatura es (3,0).

Observacion: La solucién a esta ejercicio no es tinica: existen infinitas bases ortonormales de
vectores propios de R? en las que la expresion de g es 6(21)? + 3(x2)? + 3(23)%. En particular la
base obtenida en esta solucién es distinta a la que aparece en la solucién de las presentaciones
siendo las dos correctas. Lo que siempre hay que comprobar es que las columnas de la matriz P
constituyan una base ortonormal de R? (P! = P~1) y que sean las coordenadas de tres vectores
propios de A.
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