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Instrucciones

La duracion de esta prueba es de 30 minutos.

Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con la respuesta correcta a cada
una de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul
oscuro.

Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

Cuando termine el examen debe entregar esta hoja,
colocandola en el montén correspondiente al grupo en
el que esta matriculado.
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Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas
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Primera prueba parcial, tema 3 (05-11-2021) - (giel) [00001-p1/2

(1) (2 ptos.) Suponga que se conoce la relaciéon entre dos bases de un espacio vectorial W de dimension tres:

/ / /
uy = tpug + txuy + E31ug
u = flzull + tzzulz + t32u’3 ,
u3 = tizu] + tzu) + t3zuf

Exprese las coordenadas de un vector w del espacio vectorial W en la base {u}} en funcion de sus coordenadas en
la base {u;}.

En las respuestas se utiliza la notacion

f11 f12 f13
T=| tn tn tx
f31 tzp  f33
w) w1 w) as
O @ | & =T1| w O ) | & =(T)" | w
w3 ) (w) w3 ) fu) w5/ qu) w3/ (u)
w} wq w} w1
CJ ) | o =T | wp O] @ = o =T w
/ /
W3/ () W3/ {uy U3/ (u) W3/ {u

(*) Explicacion: v = (wy, wy, w3>t{u,»} = (w}, wh, wé)t{uﬁ}:

w) wq tn te i3 wq
/

wh | = ( u; up us ) wy| w2 | = tr1 tn o3 wo
/ 1

wy w3 f31 tzp f33 w3

(2) (2 ptos.) Sean S = {uy,up,uz,us} y T = {u; — up, up — u3, uz — uy, uy — ug } dos conjuntos de vectores de
un espacio vectorial V. Indique cudl de las siguientes afirmaciones es cierta.

() (a) T siempre es linealmente independiente.
() (b) Si S es linealmente independiente, también lo es T.
() (¢) [=] T siempre es linealmente dependiente.

() (@) Ty S generan el mismo subespacio vectorial.

(*) Explicacion:

1. SiS eslinealmente dependiente, el subespacio generado por S tendra dimension menor que cuatro y entonces
cualquier conjunto de cuatro vectores de dicho subespacio tendra que ser linealmente dependiente. Por lo tanto en
este caso T sera linealmente dependiente.

2. Si S es linealmente independiente, generara un subespacio (Vs) de dimension cuatro al que pertenecen los
vectores de T Si se calcula el rango de T expresando sus vectores en la base de Vg formada por los vectores de S:

1 -1 0 0 1 -1 0 0

0 1 -1 0 0 1 -1 0

0 0 1 -1 0 0 1 -1 ]’
-1 0 0 1 0 0 0 0

se comprueba que es igual a tres y, en consecuencia, T es un sistema linealmente dependiente.

Se concluye por tanto que T siempre es linealmente dependiente.



Primera prueba parcial, tema 3 (05-11-2021) - (giel) [0000]-p2/2
3) (2 ptos.) Determine las coordenadas del vector (—1,2)% , de IR” en la base {u; }, sabiendo que la base {u;} esta
p {e;} q

formada por los vectores (Z,O)t{e,} y (1, 1)29}.

(3 (@) [] -3/2,2. | O © -2,1.
) @ o2 (] @ —1/2,5/2.

(*) Explicacién: en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {u;} en funcién de la base {e; }:

2 1
(w ){e;}:<0 1)'

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {u;} a coordenadas en la base {e;}. En el enunciado
se pide el cambio inverso (transformar coordenadas en la base {e;} a coordenadas en la base {u; }), aplicando el cambio

inverso al vector (—1, Z)t{u.}:
(%) " )(2),-(%)
2 ) (a) 2 /e

(4) (2 ptos.) Dados los subespacios de IR?,

— N
N NI

/N
SN
_ =
~~_
AN
VRS
|
N =
~_
—_
K
el
Il
7N
oNI—

U ={(1,0,0,0)%,(0,1,1,0)") y Up = {x € R*/x; —2x3 = 0,x2 — x3 = 0},
en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de IR%, halle unas ecuaciones implicitas de U7 + Up.
O (@ Uy + Uy = {x e R*/x; +x, — x3 = 0}.
O () Uy + Uy = {x € R*/2x; —3x, = 0}.

O © FlU+ U = {x € R*/x; — x3 =0}.
O @ Uy + Uy = {xeR*/x; —2x3 = 0}.

(*) Explicacion: en primer lugar se obtienen las bases de Uy y Up: base de Uy: By, = {(1,0,0, 0)t,(0,1,1,0)"}
porque los dos vectores que generan Uy son linealmente independientes, base de Uy: By, = {(2,1,1, O)t, (0,0,0, 1)t}.
Esta segunda base se ha obtenido a partir de las ecuaciones paramétricas de Uy, que a su vez se obtienen a partir de las
implicitas:

X1 =2«
x1—2x3 = 0 Xo =«
1 3 o *2
x,—x3 = 0 X3 =«

X4I,3

Para hallar una base de U + V hay que partir de By, U By, que es un sistema generador de Uy + Up:

7

—_ o OO

0
0
1
0

O R =k O
S O O
o o - O
o O = O

0
1
1
0

SON O -

como el rango de By, U By, es tres, los tres vectores cuyas coordenadas en la base de referencia coinciden con las tres
primeras filas de la matriz anterior forman una base de Uy + Up: By, +u, = {(1,0,0,0)%,(0,1,1,0)%,(0,0,0,1)"}
y dim(U; + Up) = 3. A partir de la base se obtienen unas ecuaciones paramétricas y a partir de estas la ecuacion
implicita pedida:

X1 =«
U+ U, = ﬁ;iﬁ/rx,ﬁ,'yell{ %U1+UZI{X€]R4/X2*X'3:0}.

X4 =7y
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Instrucciones

La duracion de esta prueba es de 30 minutos.

Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con la respuesta correcta a cada
una de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul
oscuro.

Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

Cuando termine el examen debe entregar esta hoja,
colocandola en el montén correspondiente al grupo en
el que esta matriculado.
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(1) (2 ptos.) Suponga que se conoce la relacion entre dos bases de un espacio vectorial V de dimension tres:

/ / /
€] = S11€4 + S21€y + 531€3,
ey = spe] +sxe) + s3zej,

/ / /
e3 = s13e; + sx3e, + s33e;.

Exprese las coordenadas de un vector v del espacio vectorial V en la base {e;} en funcién de sus coordenadas en la
base {e}}. Tenga en cuenta que en las respuestas se utiliza la notacion

511 S12 S13
S=1| s s s23
531 532 533

01 01 U1 (4]
(] @ = v =51 sz (J© | v = (St)71 U:z
U3/ {e) Y/ (e 93/ {e} U/ {ey
(41 v (4] v}
O | » =6t sz O @| » =S vé
93/ {er} %/ (e} U3/ {e} 93/ (e}

(*) Explicacion: v = (v1,v,, vg)f{ei} = (v}, 0%, vg)t{e”:

/ -1 ’

01 01 511 S12 513 01
/ / / / /

(%) = ( € € €3 ){ei} Uy = Sp21 S22 823 Uy
(%} Ufo, 531 532 533 Ué

(2) (2 ptos.) Indique cuél de las siguientes proposiciones es verdadera.

() (a) [=] La dimensién de un espacio vectorial V es el menor ntimero de vectores que pueden formar un sistema
generador de V.

(J (b) La dimensién de un espacio vectorial V es el menor numero de vectores de V' que son linealmente inde-
pendientes entre si.

() (c) La dimensién de un espacio vectorial V es el nimero de vectores que constituyen un conjunto cualquiera
de vectores linealmente independientes.

() (d) La dimensioén de un espacio vectorial V es el mayor nimero de vectores que pueden formar un sistema
generador de V.

(*) Explicacién: si un sistema generador de V es un conjunto linealmente dependiente se le podra quitar algin
vector sin que deje de ser un sistema generador. Por el contrario, si es un conjunto linealmente independiente, al
quitarle cualquier vector dejara de ser un sistema generador. Por lo tanto un sistema generador de V formado por el
menor niimero de vectores posible es siempre un conjunto de vectores linealmente independiente y, en consecuencia,
sera una base de V. A partir de lo anterior se deduce que la tinica proposicion cierta es “La dimension de un espacio
vectorial V es el menor niimero de vectores que pueden formar un sistema generador de V™.

{ui

(3) (2 ptos.) Determine las coordenadas del vector (—1,2,3)* ) de IR? en la base {e;}, sabiendo que la base {u;}
esta formada por los vectores u; = e +2ey +e3, up = —eq + 2e3 y uz = 2e1 + e + es.

D (a) [:] 3/1/6- G (C) 6,7,3.
(3 (b) 9/7,8/7,—4/7. ) @ —12/7,16/7,13/7.
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(¥) Explicacién: en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {u;} en funcion de la base {e; }:

— =N
N

1 -1
( u; u us ){ei} = 2 0
1 2

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {u; } a coordenadas en la base { e; }. Entonces, aplicando
el cambio de base al vector (—1,2, 3)'5{11‘}:

X 1 -1 2 1 3
X — (2 01 2 — [ 1
X3/ (e} 21 ™ 6

(4) (2 ptos.) Dados los subespacios de R?,
U= {xeR/xp—x3=0,x4 =0} y U = ((2,1,1,1),(0,0,0,1)"),

en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de IR?, halle unas ecuaciones implicitas de Uy N U.

O @ UiNly ={x€R*/x; —2x3+ x4 =0,x, — x3 = 0,x — x4 = 0}.
O ) hnly, = {xeRY/x1+2x3—x,=0,xp —x3 = 0,x4 = 0}.

O @ EUNU={xeR/x3 —2x3 =0,x —x3 =0,x4 = 0}.

O @ Uuinly={xeR/x1+x+x3=0,x—x3=0,x =0}

(*) Explicacion: los vectores que pertenecen a Uy N U, deben verificar a la vez las ecuaciones implicitas de U y las
ecuaciones implicitas de Uy. Se conocen las ecuaciones implicitas de Uy, faltan las de U. Para obtenerlas se parte de una
base de Uy: los dos vectores que forman el sistema generador (es facil comprobar que son linealmente independientes).
A partir de la base se obtienen unas ecuaciones paramétricas y a partir de estas las ecuaciones implicitas de Up:

X1 =2«
Xy = & 4
U, = X3 = /tX,,BE]R —>U2:{XEIR/xl—Zx3:O,x2—x3:O}.
X4:1X+,3
Por lo tanto
Xy — X3 =0
upNnu, = 4 =0 —>U1ﬂU2={XGR4/x1—2x3:0,x2—x3:0,x4:0}.
x1—ZX3 0
Xy — X3 =0
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dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
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= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.
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Segunda prueba parcial, (17-12-2021) - (giel) [0000]-p1/4

(1) (1 pto.)Sea f : V — W una aplicacion lineal tal que:

fler) =u; +u
f(e2) =u; —2u,
f(e3) =u

en donde B = {ej, e, e3} es una base de V y B* = {uy,up} es una base de W. ;Existen vectores de W que no
tengan antecedente por f?

(3 (a) Si, por ejemplo (2, —1)k,.
() (b) Si, por ejemplo (0,1)k,.

() (¢) [=] No porque la aplicacion es sobreyectiva

() (d) No porque la aplicacién es inyectiva

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases B y B* es

111
A_<1 2 o>'

Al serrg(A) = 2 se verifica dim(Im f) = 2 = dim(W) y, por lo tanto, f es sobreyectiva. Al ser sobreyectiva todos
los vectores de W tienen antecedente.

(2) (1 pto.) Sea f una aplicacion lineal f : V — W entre dos espacios vectoriales V y W cuya matriz asociada en
ciertas bases de V'y W es A. Siker f # {0} indique cual de las siguientes proposiciones es verdadera.

(] (a) Yu € ker £, si v es solucion del sistema Ax = b entonces v + u es solucién de Ax = b + u.
() (b) Elsistema Ax = b tiene solucién tnica sib € Im f.
(] (¢) [5] Yu € ker f, si v es solucién del sistema Ax = b entonces v + u también es soluciéon de Ax = b.

(] (@) Elsistema Ax = b es compatible incluso si b ¢ Im f.

(%) Explicacién: si v es solucion del sistema Ax = b yu € ker f entonces Av =D,

Av=b= f(v)=b= f(v+u)=f(v)+ f(u) = f(v)=b= A(v+u) =b.

(3) (1 pto.)Sea f : V — W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales tal que:
(Y1, Y2) (= F(%) = (21 + 33,221 + 12)

en donde {ej, ey, e3} es una base de V 'y {uy, up} es una base de W. Obtenga la matriz asociada a f en las bases
{e’l, e’z, eg} y {u'l, u’2 }, sabiendo que

u =u; +uw

el =e;+2e
Y { u) =2u; —2up

e, =e)—e3

e, = e
Ow( 5 5 3) Do 21 3)
5/2 0 1/2 1/2 1/2 0
[:] (b) [:] ( _3/4 _1/2 _1/4 > [:] (d) ( —3/4 1/4 1/2 )

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases {e;} y {u;} es

101
A‘(z 1 o>'
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Por otro lado la matriz de cambio de base de {e]} a {e;} es:

_ o
or o

1
P=(e & € )= 3

y la matriz de cambio de base de {u’} a {u;} es:

1 2
Q=(u w ), = < 1 -2 >

de donde se deduce que la matriz asociada a f en las bases {e}} y {u’} es:
-3/4 —-1/2 -1/4

A’:Q—lAP:( 5/2 0 1/2>'

(4) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, en el que la matriz de Gram del producto escalar, referida a un cierta base
B = {el, €, e3}, es

1 2 0
G=1[ 2 5 -1 ],

0 -1 2
halle el coseno del angulo que forman e; y es.
O (@) —1/2. (3 () 2/V/5. (3 (o) [=] - (J @ o.

1/+/10.
(*) Explicacion:
€r - e3 1

cos(&, e3) =

leallllesl] V10’

(5) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
Xy = x1y1 + xX1Yy2 + x2y1 + 2x2Y2 + X3Y3 {e:}

determine la proyeccién ortogonal del vector a = (1,2, 1)f{e ) sobre el subespacio vectorial

i

S:{XEIR3/x1+x2—x3=O}

{ei}
@ (1/3 0 2/3 )Eei}' D@ (1 -2/3 5/3 )t{ei}-
Ow (21 1), O @E(0 2 2),

(*) Explicacion: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas de los vectores
siempre se expresan en la base {e;}):

1 10 n
( X1 Xp2 X3 ) 1 20 2 = XtGy
0 0 1 Y3

1. BasedeS: {a; = (1,0,1)},a, = (0,1,1)*}.
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2. Base ortonormal de S:

a 1 ¢
u = —— = —(1,0,1)},
lail] V2
110 1
lasP=(1 0 1)[ 1 2 0 0| =2
001 1
u = = (-1,1,0)¢,
[[z2]]
z = ap — (az-uy)u; = (0,1,1)F — (1,0,1) = (—1,1,0),
(ap - uy) L (01 1) i ; 8 (1) 2
2 1) — —= = =
2 00 1 1 V2
110 -1
lz2P=(~-1 1 0)[ 1 2 0 1] =1
001 0

3. Se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada,

Prisa=(a-uj)u;+(a-w)uy=—u+2up = (0 2 Z)t.

V2

(6) (1 pto.) Dados una matriz cuadrada, A, de dimensidén 7 y un vector, v, también de dimension n, se puede afirmar
lo siguiente:

() (a) Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces v también es un vector propio de AX y
su valor propio asociado es el propio A.

() (b) [=] Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces v también es un vector propio de A¥
y su valor propio asociado es AX.

(O (c) Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces v también es un vector propio de AX y
su valor propio asociado es A1/K.

() (d) Siv es un vector propio de A asociado al valor propio A entonces v no es un vector propio de AX.

(*) Explicacion: si A es un valor propio de A y v es un vector propio de A asociado a A, se verifica:

Afv = (AA.A)v = (AA..A) Av = (AA..A) AAv = ... = ANy = Afy,
k k—1 v k-2 v

de donde se deduce que A¥ es un valor propio de AF y v es un vector propio de A¥ asociado a AX. En consecuencia los
valores propios de A son los de A elevados a k y los vectores propios de A son iguales a los de A¥ aunque asociados a
valores propios distintos.

1 0 2
(7) (1pto)DadalamatrizB= | 0 1 0 |, elijael par de matrices D y P que verifican D = P~'BP.
2 01
1 00 110
(J@D=|(0 10 ])]yP=|100
0 0 2 011
1 00 -1 10
(J@®D=|010 |yP= 1 20
0 0 2 011
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—T 0 0 T 0 1
O () [5]D = 010 |yP= 010 |.
00 3 -1 0 1
-1 0 0 11 -1
() @ D= 010 ]|yrp=(01 2]
00 3 01 1

(*) Explicacion: ecuacion caracteristica:

1-A 0 2
0 1—A 0|=1-A)[1-1)2-41-A)=1-A)(A2=21-3)=A(1-A)(A+1)(A=3) =0,
2 0 1-A
de donde se obtiene que los valores propios de B son A1 = —1, Ay = 1 y Ay, = 3. Las ecuaciones implicitas del subespacio

propio V_q, son

2 0 2 X 0
020 v |=10],
2.0 2 X3 0

y, por lo tanto { (1,0, —1)*} es una base de V_1. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V1, son

00 2 X 0
000 xn |=10],
200 X3 0

y, por lo tanto {(0,1,0)'} es una base de V. Por tltimo las ecuaciones implicitas del subespacio propio V3, son

1 1 0 X 0
1 —1 0 X2 - 0 7
0 0 -1 X3 0

y, por lo tanto {(1,0,1)!} es una base de V3. En consecuencia D = P~BP con

-1 0 0 1 01
D= 010 yP= 010 ).
0 0 3 -1 0 1

(8) (1 pto.) Dada la matriz A € S4(IR) (matriz cuadrada, simétrica, de coeficientes reales y dimensién cuatro), de
la que se sabe que sus valores propios son A = 2 (doble), A, = 3y A3 = —1, indique cudl de las siguientes
afirmaciones es cierta:

() (a) A es definida negativa. (J (¢) [=] A es indefinida.
(J (b) A es definida positiva. (J (d) A es semidefinida positiva.

(*) Explicacion: al tener valores propios positivos y negativos, la matriz A es una matriz indefinida.
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(1) (1 pto.)Sea f : V — W una aplicacién lineal de la que se conocen las imagenes de los dos vectores de una base
de V expresadas en funcién de una base de W: f(e1) = u; +uy +us y f(ez2) = uj — 2up. Obtenga la matriz
asociada a f en las bases {e1,e,} de Vy {uj, up,uz} de W.

1 1 1
D(a)[=](1—2). [j(c)(o
1 0 0
Ow (] 50) O,

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases B = {e1, ey} y B* = {uy,up, u3} tiene como columnas las
imagenes de los vectores de B expresadas en la base B*.

(2) (1 pto.) Considere la aplicacion lineal f : V — W, cuya matriz asociada en ciertas bases de V'y W es

1 1 -1
A= ; _411 _§ . ;Cuénto valen rg(f) y dim(ker(f))?
3 2 4
O @) [F1rg(f) =3, dim(ker(f)) = 0. O (0 rg(f) = 2, dim(ker(f)) =1
CJ ) rg(f) =2, dim(ker(f)) = 2. (J @ rg(f) =3, dim(ker(f)) = 1.
(*) Explicacion:
1 1 -1 1 1 -1
1 4 -2 0 3 -1
A=12 21 5|~ o0 s
3 2 4 0 0 0

de donde se deduce que rg(A) = 3 y por lo tantorg(f) = 3. Por otro lado dim(V) = rg(f) + dim(ker(f)) = 3, lo
que implica que dim(ker(f)) = 0.

(3) (1 pto.)Sea f: V — W una aplicacion lineal tal que:

fle1) =ui+ur+us
f(e2) =u; —2uy

en donde {e1, ey} es una base de V' y {u1, up, uz} es una base de W. Obtenga la matriz asociada a f en las bases
{e],e,} y {u],u}, u}}, sabiendo que

u; = uj + 2u)

/ !
ej=¢ +e ] y
{ 10 =2 y{ w=u,—u}

ey = 2e] —2¢)

uz = u}
2 0 2 0
Ol 4 8. Ol -1 —2|.
1 —6 -4 8
3/4 1/4 3/4  1/4
CJ ) [=] 2 2 |. O @/ -1/2 -1/2
0 -1 -1 1

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases {e;} y {u;} es

1 1
A=11 -2 ].
1 0
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Por otro lado la matriz de cambio de base de {e]} a {e;} es:

-1
1 2
P=(¢ elZ){ei}_<1 —2) :

y la matriz de cambio de base de {u’} a {u;} es:

-1

Q=(w w w3 )y,=

oN -
_ o
O = O

de donde se deduce que la matriz asociada a f en las bases {e} y {u’} es:

3/4 1/4
A'=Q7'AP = 2 2
0 -1

(4) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, en el que la matriz de Gram del producto escalar, referida a un cierta base
B = {ey, ey e3},es

1 0 0
G - 0 4 _1 7
0 -1 2

halle el coseno del angulo que forman los vectores u = (1,2,0)5 y v = (0,1,0)%.

O @ [ 3 ) 8/V17. 3 () 4/V/68. () (d) 8//28.
4//17.

(*) Explicacion:
u-v 8 4

Tulllv] ~ Vaviz Va7’

El producto escalar y las normas se han calculado utilizando la matriz de Gramm:

cos (w,v) =

1 0 0 1
vu=(0 1 0)( 0 4 -1 2 | =8

0 -1 2 0

1 0 0 1
wu=(120)[0 a4 -1][2]=1

0 -1 2 0

1 0 0 0
viv=(010)[0 4 -1][1]=4

0 -1 2 0

(5) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
Xy = 2x1y1 + X1y2 + Xoy1 + X2Y2 + X3Y3 (e}

determine la proyeccion ortogonal del vector a = (1,3, 1)t{e } sobre el subespacio vectorial

i

S = {x€R3/x1+x2—x3 :0}{91'}
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O @ (/2 0 5/2),,. O @FI(T 3/2 572,
O (21 1), O @ (0 5/3 5/3),

(*) Explicacion: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas de los vectores
siempre se expresan en la base {e;}):

210 n
( X1 X2 X3 ) 1 10 Y2 = XtGy
0 0 1 Y3
1. BasedeS: {a; = (0,1,1)},a, = (1,0,1)}.
2. Base ortonormal de S: .
ai t
U = +— = 7(()/1/1) 7
| V2
2 1 0 0
laP=(0 1 1)[ 1 1 0 1| =2
0 0 1 1
Z t
U = —— = (1171/0) 7
[z
2
2, = ap — (az-up)u; = (1,0,1)¢ 5 0,1,1)! = (1,-1,0)¢,
2 1 0
1 2
(az-ul):— 1 0 1 11 1 = —,
V2 0 0 1 V2

0
0
1
210
lz2P=(1 -1 0)[ 1 1 0
0 01
3. Se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada,

5 ¢
Pr|5a:(a-u1)u1+(a-uz)uz=%ul—kuz: (1 3 3).

(6) (1 pto.) Dados una matriz cuadrada e invertible, A, de dimension 7 y un vector, v, también de dimension #, se
puede afirmar lo siguiente:

(J @ [z]Sives un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v también es un vector
pr0p1o de A~ asociado al valor propio 1/A.

() (b) Siv esun vector propio de A asociado al valor propio A (A # 1), entonces el vector v también es un vector
propio de A~! asociado al mismo valor propio A.

() (c) SiV esun vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v también es un vector propio
de A1 solo si A es una matriz simétrica.

() (@) Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v no es un vector propio de

AL

(*) Explicacién: si v es un vector propio de A asociado al valor propio A entonces Av = Av, de donde se deduce,
multiplicando en ambos lados de la igualdad anterior por A=, que A=1Av = A~'Av, lo que equivale a A™'v =
(1/A)v. Queda demostrado entonces que v es un vector propio de A~ y que su valor propio asociado es1/A.
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P
T 1T 0

(7) (1 pto.) Sea el endomorfismo f : V — V, cuya matriz asociada en una cierta base {e;} es | 1 1 0 |.
0 01

Respecto a f se puede afirmar lo siguiente (todas las coordenadas estan referidas a la base {e; }) :
(3 (a) f tiene valores propios Ay = 1(doble) y Ay = 0, con subespacios propios asociados V, = ((1,1,0)’, (0,1,0)")
y Vi, = ((0,1,0)").
() (b) f tiene valores propios A = 1(doble)y Ay = 0, con subespacios propios asociados V), = ((0,0,1)", (=1,1,0)")
y Vi, = ((0,1,0)").
(J (c) [=] f tiene valores propios A = 0, = 1y A3 = 2, con subespacios propios asociados V), = ((—1,1,0)"),
Vi, = ((0,0,1)") y Vi, = ((1,1,0)").
() (d) f tiene valores propios Ay = 0, A, = 1y A3 = 2, con subespacios propios asociados V, = ((0,1,1)"),
Vi, = ((0,1,0)) y Vi, = ((—1,1,0)").

(*) Explicacion: ecuacion caracteristica:

1—A 1 0
1 1-A 0|=1-M)[1-A)2=1]=1-1)A2=21)=A1-A)(A-2) =0,
0 0 1-A

de donde se obtiene que los valores propios de f son A1 =0, Ay =1 y Ay = 2. Las ecuaciones implicitas del subespacio
propio Vp, son

110 X 0
110 x |=10],
00 1 X3 0

y, por lo tanto {(—1,1,0)'} es una base de Vy. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vy, son
010 % 0
1 0 0 X2 - 0 ’
0 00 X3 0

y, por lo tanto {(0,0,1)'} es una base de V. Por tltimo las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vy, son

1 1 0 % 0
1 -1 0 X2 - 0 ’
0 0 -1 X3 0

y, por lo tanto {(1,1,0)'} es una base de V5.

(8) (1 pto.) Sean V un espacio euclideo y f : V' — V un endomorfismo simétrico. Indique cual de las siguientes
proposiciones relativas a f es cierta.

() (a) Los valores propios de f pueden ser complejos con parte imaginaria no nula.
O @ flxy) = f(x)- fy). ™ yeV.
(] (c¢) [=] Los subespacios propios de f son ortogonales entre si.

(J (@) Si A es la matriz asociada a f en una base ortonormal, A es una matriz ortogonal.

(*) Explicacién: dos vectores propios de un endomorfismo simétrico asociados a valores propios distintos son siempre
ortogonales entre si:
SiveVyywe Vy, se verifica

f(v) = Avy f(w) = uw,
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entonces
fwW) =v-pw =p(v-w)

w-f(v) =w-Av=A(v-W)

y, al ser el endomorfismo simétrico (v - f(w) = w - f(v)), se verifica

u(v-w)=A(v-w) & (p—A)(v-w)=0.

Lo que implica que v - w = 0.
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(1) (2 ptos.) Sean B = {eq, e5, €3} una base de un espacio vectorial, V, definido sobre R y u = ae; + be, + ce3 un
vector de V con a # 0. ;Cuél de las siguientes afirmaciones es cierta?

() (a) {u, ey, e3} es un sistema linealmente dependiente.

() (b) [=] {u, ey, e3} es unabase de V.

() (c) {u, ey, e3} es un sistema linealmente independiente pero no es generador de V.
() (d) {u,e1, e, e3} esunabasede V.

(*) Explicacion: {u, e1, ey, e3} no puede ser una base de V porque la dimension de V es ires. Por lo tanto para ver cudl
de las otras tres opciones es la correcta hay que estudiar la dependencia lineal de los vectoresu, ey y e3:

b
1
0

O O
= oo

Como la matriz que tiene como filas las coordenadas de los tres vectores tiene rango tres, los tres vectores son linealmente
independientes y, por tanto, al ser la dimension de V tres, forman una base de V.

(2) (2 ptos.) En el espacio vectorial R3 se consideran los subespacios
U={xeR3/2x; —3x+x3=0} y V={xeR¥/x;=—-Ax,=2\x3=AA€cR]}.
Respecto a U y V se puede afirmar que
(J(@U+V#RyUNV = {0}.
O ) FUu+V=Ryunv ={o}.
(D @E@U+V=RyUNV # {0}.
O @u+VvV#RyUNV # {0}

(*) Explicacion: en primer lugar se obtienen las bases de U y V: base de U: By = {(1,0,—2)%,(0,1,3)}, base de
V:By = {(—1,2,1)!}. Para hallar una base de U + V hay que partir de By U By que es un sistema generador de
u+Vv:

1 0 -2 1 0 -2
-1 2 1 0 0 -7

como el rango de By U By es tres, los tres vectores constituyen una base de U + V y dim(U 4 V) = 3, lo que implica
que U +V = R3. Por otro lado dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V), de donde despejando se obtiene
dim(UNV)=0yportantoUNV = {0}.

Resultado al que también se podia haber llegado planteando las ecuaciones implicitas de LI NV :

2x1 —3xp+x3 = 0
2x1+x = 0.
x1+x3 = 0

Ecuaciones que se han obtenido uniendo las ecuaciones implicitas de U y V (los vectores que pertenecen a la interseccion
tienen que verificar las ecuaciones implicitas de los dos subespacios a la vez). Se comprueba facilmente que el sistema
homogéneo admite solamente la solucion trivial.

(3) (2 ptos.) Determine la expresion del vector —2e; + e, de R? en la base {u;, uy}, sabiendo que u; = 2e; + e,
yup; = —ej + es.
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CJ (@) [=] —(1/3)uy + (4/3)u,. L] () —u.
(J () —5u; —uy. (] @) —3uq + 3u,.

(*) Explicacién: en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {u;} en funcién de la base {e; }:

2 -1
(w “2){ef}:(1 1)'

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {u;} a coordenadas en la base {e;}. En el enunciado
se pide el cambio inverso (transformar coordenadas en la base {e;} a coordenadas en la base {u; }), aplicando el cambio
inverso al vector (—2, 1)t{u_}:

1

(1) (7)) (), (R 23) (), - (55)
V2 )y W1 1 1)y \-1/3 2/3 1) e 4/3

(4) (2 ptos.) Dados los subespacios de R?,
U ={xeRY/xp+x3=0,x— x4 =0} y Ul =((2,1,-1,1)},(0,0,0,1)"),
en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de IR%, halle unas ecuaciones implicitas de U7 + U.

O (@ 1+ Uy = {x € R*/x; — x3 = 0}.
O @) U+ Uy = {x € R*/2x; —3x, = 0}.

O ©@EIWL+U = {X€R4/X2+X3:0}.
O @ U+ Uy = {xeR*/xp — x4 =0}.

(*) Explicacion: en primer lugar se obtienen las bases de Uy y Up: base de U;: By, = {(1,0,0, 0),(0,1,-1,1)},
base que se ha obtenido a partir de las ecuaciones paramétricas de U1, que a su vez se obtienen a partir de las implicitas:

X1 = 19
Xxp4+x3 = 0 Xy = B
Xy —Xg4 = 0}_> X3 = *ﬁ'

BasedeUy: By, = {(2,1, -1, 1)t,(0,0,0,1)'}, porque los dos vectores que generan U, son linealmente independientes,
Para hallar una base de U + V hay que partir de By, U By, que es un sistema generador de Uy + Up:

10 00 10 00
01 -1 1 01 -1 1
21 -11]7]loo0o 01|
00 01 00 00

como el rango de By, U By, es tres, los tres vectores cuyas coordenadas en la base de referencia coinciden con las tres
primeras filas de la matriz anterior forman una base de Uy + Up: By, +u, = {(1,0,0,0)%,(0,1,—1,1)%,(0,0,0,1)"}
ydim(U; + Up) = 3. A partir de la base se obtienen unas ecuaciones paramétricas y a partir de estas la ecuacién
implicita pedida:

X1 = n
U, + U, = iiz 7'2/06,[3,’)’6]1? %U1+UQ:{X€R4/X2+X3=0}.

xg= B+
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(1) (1 pto.)Sea f : V — W una aplicacion lineal tal que:

fler) =u; +uz+u3
f(e2) =u; —u3

en donde B = {ej, ey} es unabase de V'y B* = {uj,up, us} es una base de W. ;Existen vectores de W que no
tengan antecedente por f?

() (a) No porque la aplicacién es sobreyectiva. (J (c) Si, por ejemplo (1,1, 1)%*.
() () [=] Si, por ejemplo (0,0, 1)tB*. () (d) No porque la aplicacién es inyectiva.

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases B y B* es
1 1

A=11 0

1 -1

Al ser rg(A) = 2 se verifica dim(Im f) = 2 < dim(W) = 3y, por lo tanto, f no es sobreyectiva. Al no ser
sobreyectiva existen vectoresy € W que no tienen antecedente: todos aquellos que hagan incompatible el sistema

1 1 Ukt
1 0 ( il ) = Yo
. ? y3

o, lo que es equivalente, todos aquellos vectoresy € W tales que'y ¢ Im f. Como (1,1, 1)%* y (1,0, —1)tB* forman
una base deIm f, a partir de esta base se pueden obtener unas ecuaciones implicitas de Im f:

Imf={yeW/y; —2y>+y3 =0}.

Por lo tanto el vector (0,0, 1)tB* no pertenece alm f y no tiene antecedente en V por f.

(2) (1 pto.) Considere la aplicacién lineal f : V' — W, cuya matriz asociada en ciertas bases de V' 'y W es

1 1 2 3
A= 1 4 -1 2
-1 -2 5 4

¢Cuanto valen rg(f) y dim(ker(f))?

) (@) [=1rg(f) = 3, dim(ker(f)) = 1. (I (¢) rg(f) = 2, dim(ker(f)) =1
CJ ) rg(f) =2, dim(ker(f)) = 2. (J @ rg(f) =3, dim(ker(f)) = 0.
(*) Explicacion:
1 1 2 3 1 1 2 3
A= 1 4 -1 2 ~ 03 -3 1
-1 -2 5 4 0 0 18 20

de donde se deduce que rg(A) = 3 y por lo tanto rg(f) = 3. Por otro lado dim(V') = rg(f) + dim(ker(f)) =4, lo
que implica que dim(ker(f)) = 1.

(3) (1 pto.) Considere la aplicacién lineal f : R? — IR?, cuya matriz asociada en la base candnica de R? es
A cosa sena
-\ —sena cosw

conw € (—7, 7. ;Qué transformacion en el plano representa f?
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() (@) f(x) representa un giro de a radianes en el sentido positivo (hacia la izquierda) del vector x.

() (b) [=] f(x) representa un giro de a radianes en el sentido negativo (hacia la derecha) del vector x.
(] (¢) f(x) representa un giro de 71/2 + « radianes en el sentido positivo (hacia la izquierda) del vector x.

(J (@ f(x) representa un giro de 2 radianes en el sentido positivo (hacia la izquierda) del vector x.

(*) Explicacioén: las coordenadas cartesianas de un vector X de radio r y que forma un angulo 6 con el eje x son x1 =
rcosf y xp = v senf. Por lo tanto:

Flx) = cosa senx rcosf \ r(cosa cos® + sena sen) .
~ \ —sena cosa rsenf |\ r(—senacosb +cosasenf) |
rcos(6 —a)
rsen(f —a) )
En consecuencia f(x) representa un giro de « radianes en el sentido negativo (hacia la derecha) del vector x.

(4) Sea B = {v1, vy, v3} una base de un espacio euclideo, E, de dimension 3 que verifica:

Vl‘VZIO,Vl'Vl:1,V2'V2:1,V3'V3:3

y ademas v — v3 € (vq, v2>L. Obtenga la matriz del producto escalar respecto de la base B.

0 @ O ®) [=] (© O @
1 0 1 101 1 2 1 10 2
0 1 -1 010 2 1 -1 011
1 -1 3 10 3 1 -1 3 2.1 3

(*) Explicacion:
(vi—v3)-vi=0= v3vy = vyvy =1,

L
V1 — V3 E <V1,V2> = { (V1 —V3) vo =0= v3vy = vyvp = 0.

Con los dos productos escalares que se acaban de calcular se tienen todos los elementos de la matriz de Gram:

1 01
G=1010
1 0 3

(5) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
X-y= 2x1y1 + X1Y2 + X2Yy1 + X2y + X3Y3 {e:}

determine la proyeccion ortogonal del vector a = (1,1, Z)f{ev} sobre el subespacio vectorial

5= {xE]R3/x1—2x2:0}

{ei}
O @ (5/13 3/13 2),,. O @ (1 3/2 5/2),.
¢ t
O () (—-3/13 5/13 0 )}, L) @ =1 (16/13 8/13 2 ).

(*) Explicacion: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucién las coordenadas de los vectores
siempre se expresan en la base {e;}):

210 i
(Xl X2 Xg) 1 10 Y2 :xtGy
00 1 Y3
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1. BasedeS: {v; =(0,0,1)",vo =(2,1,0)'}.

2. Base ortonormal de S:

Cl_ :(01011)/
v |
2 1 0 0
vi’=(0 0 1) 1 1 0 0 |=1
0 01 1
V) 1 ¢
= = 2,1,0),
> ol ~ v Y

lzz>=(2 1 0)

3. Se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada,

Prisa=(a-c1)c; + (a-)cr :2c1+\/%c2 = ( % 5 2 )t.
(6) (1 pto.) Si A es un valor propio de A € M, (R), entonces

() (a) no se sabe si A es un valor propio de A. Hay que estudiar cada caso particular.

() (b) Ano es un valor propio de Af.

(J (c) [=] A es un valor propio de A’

(J (d) A es un valor propio de Af solo si A es invertible.

(*) Explicacién: como
(A=Al = (A'=AT),
se verifica
|A—AIl = |[(A—AD| = |Af — ATl
De la igualdad anterior se deduce que

|A—AIl =0« |A"—AIl =0,

lo que implica que A y A! tienen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos valores propios.

2 11
(7) (1 pto.) Sea el endomorfismo f : V — V, cuya matriz asociada en una cierta base {e;} es 1 2 1
-1 -1 0

Sabiendo que A = 1 es un valor propio de f, se puede afirmar lo siguiente (todas las coordenadas estan referidas a
la base {e;}):

(J (@ {(1,1,0)%, (—1,0,1)%,(0,1,0)!} es una base de V formada por vectores propios de f.
(J ) {(-1,1,0),(1,0,1)%,(0,1,0)'} es una base de V formada por vectores propios de f.
(J (© =1{(-1,1,0)%, (-1,0,1)!, (=1, —1,1)"} es una base de V formada por vectores propios de f.



Examen final de enero, segundo bloque (21-01-2022) - (gie). [0000] -p4/4
L) @ {(1,1,2)%,(1,0,1)", (—1,—1,1)"} es una base de V formada por vectores propios de f.

(*) Explicacion: ecuacion caracteristica de f:

2-A 1 1
p(A) = 1 2-A 1|=-A%4+4A2-50+2=0,
-1 -1 0-A

de donde, sabiendo que A = 1 es un valor propio de f, se obtiene:
p(A) = (A—1)(=A*+3A—2) = —(A —1)*(A —2)

¥, por lo tanto los valores propios de f son A1 = 1 (doble) y Ay = 2. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio V7,
son

1 1 1 X1 0
1 1 1 X2 == 0 ’
1 -1 1 %3 0

y, por lo tanto {(—1,1,0)f,(—1,0,1)!} es una base de V. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vs, son

0 1 1 X 0
1 0 1 xn |=10],
-1 -1 -2 X3 0

y, por lo tanto {(—1, —1,1)!} es una base de V5.
En consecuencia (—1,1,0)%, (—=1,0,1)f y (=1, —1,1)* son tres vectores propios de f.

(8) (1 pto.) Si A es una matriz definida positiva de dimensién 7, entonces
() (@ x*Ax > 0Vx € R" (x # 0).

() (b) todos los coeficientes de A son estrictamente positivos.

(J () [=] x*Ax > 0Vx € R" (x # 0).

(] (d) todos los coeficientes de A son no negativos.

(*) Explicacién: una matriz definida positiva de dimension n es una matriz simétrica de coeficientes reales que verifica

x'Ax >0 Vx € R"(x #0).
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Instrucciones

La duracion de esta prueba es de 30 minutos.

Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con la respuesta correcta a cada
una de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul
oscuro.

Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

Cuando termine el examen debe entregar esta hoja,
colocandola en el montén correspondiente al grupo en
el que esta matriculado.

1
@

® ® © ©
® ® © ©

Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas

G ® ® © ©
@9 ® ® © 0O




Examen final julio, tema 3 (24-06-2022) - (gie) [00001-p1/2

(1) (0.5 ptos.) Suponga que se conoce la relacion entre dos bases de un espacio vectorial W de dimension tres:

/ / /
u; = tpug +txuy + t3pug
7 T 7

up = tppug +tpnpu, +txpuy ,
_ 7 T 7
u3 = f3uy + fau, + ta3ug

Exprese las coordenadas de un vector w del espacio vectorial W en la base {u;} en funcién de sus coordenadas en

f11 ti2 f13
la base {u/}. En las respuestas se utiliza lanotacion T = | fy1 ty 3
f31 tz t33
w1y w) w1 ) w)
(3 (@) [05]| w2 =T 1| o) (3 @) [01]| wy = (T | )
/ /
RV REIVAR T REIVAR T RIS
w1 w) wq w
J @) [01]| w» =T | w) J @ [-01][ w» =T| w)
/ /
w3/ qul) @3/ fw) w3/ qul) 3/ )
(*) Explicacion: v = (w, w,, W3){u = (wl, wh, w3){ hE
-1
w1 o wi f11 ti2 f13 w:1
wy = ( u; u, uj ){“i} w% = tr1 tn i3 w/z
w3 3 f31 t3p  f33 ws
(2) (0.5ptos.) Sean S = {uy, up,uz, uy} y T = {u; — up, up — uz, u3 — uy, 2uy + ug} dos conjuntos de vectores

de un espacio vectorial V. Indique cuél de las siguientes afirmaciones es cierta.

() (@) [-0.1]T siempre es linealmente independiente.

() (b) [0.5] Si S es linealmente independiente, también lo es T.

() (c¢) [-0.1]T siempre es linealmente dependiente.

() (@) [-0.1]Si S es linealmente independiente entonces T es linealmente dependiente.

(*) Explicacién:

1. SiS eslinealmente dependiente, el subespacio generado por S tendra dimension menor que cuatro y entonces

cualquier conjunto de cuatro vectores de dicho subespacio tendra que ser linealmente dependiente. Por lo tanto en
este caso T sera linealmente dependiente.

2. Si S es linealmente independiente, generara un subespacio (Vs) de dimension cuatro al que pertenecen los
vectores de T. Si se calcula el rango de T expresando sus vectores en la base de Vg formada por los vectores de S:

1 -1 0 0 1 -1 0 0
0 1 -1 0 0 1 -1 0
o o 1 -1 |7 lo o 1 -1’
2 0 0 1 0o 0 0 3

se comprueba que es igual a cuatro y, en consecuencia, T es un sistema linealmente independiente.

Se concluye, por tanto, que si S es linealmente independiente, también lo es T.

(3) (1 pto.) Sabiendo que las coordenadas de los vectores (—1, Z)t{e‘} y (4, Z)t{e.} de IR? en la base {e;} son, respec-

tivamente, (—3/2, Z)t{ui} y (1, Z)t{ui} en la base {u;}, determine la expresion de los dos vectores de la base {u;} en
funcién de la base {e;}.
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(U] (@ [F]u; =2ej,up = e +ep. (T () up = e; — ey, uy = 2ey.
(J () ug =2e; —4ey, up = e; +es. (J @ u =e —2ep,up =e; —en.

(*) Explicacion: del enunciado se sabe que:
() m)(75), 0 () - ) ()
2 ey \ I 02 2wy TN 2 ey N a2 SN2
ain 4 ) _
( ar1 Aapp > o ( o ){ei}'

Por lo tanto se tienen dos sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas para hallar los cuatro coeficientes de la matriz
de cambio de base:

con

2
a1 +2a1, = 4 a1 +2ay = 2

2 1
(w w ){e,-}:<o 1)‘

{ —=3/2a11+2a1, = -1 { —3/2ap1 +2a =

Resolviendo los sistemas:

(4) (1 pto.) Dados los subespacios de R%,
u; = {((0,1,1,1)%,(0,1,0,1)") y Up = {x € R*/x1 + x, = 0,x3 = 0},

en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de IR*, halle unas ecuaciones implicitas de Uj N Up.

O (@ hnUy = {x e R*/x; +x, — x3 = 0}.

O ) hnU, = {x e R*/2x; —3x, = 0,x4 = 0,x3 + x = 0}.
] @ EFElunU = {0}.

O @ UyNUy = {x € R*/x; —2x3 =0,x, = 0,x4 + x3 = 0}.

(*) Explicacion: los vectores que pertenecen a Uy N Uy deben verificar a la vez las ecuaciones implicitas de Uy y las
ecuaciones implicitas de U,. Se conocen las ecuaciones implicitas de Uy, faltan las de U, . Para obtenerlas se parte de una
base de Uj : los dos vectores que forman el sistema generador (es facil comprobar que son linealmente independientes).
A partir de la base se obtienen unas ecuaciones paramétricas y a partir de estas las ecuaciones implicitas de Uy :

x1:0
u, = ffi*ﬁ/a,ﬁem —>U1:{x€1R4/x2—x4:O,x1:0}.
3 =
X4:DC+,B
Por lo tanto
Xy —Xg4 = 0
_ ) n =0 7{ 4 _ _ _ _ }
UyNnu, = Xi4+x = 0 —-UiNU=<xeR*x1=0,x2=0,x3=0,x4=0¢.
X3 =0
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DNI: ORNORROREOREORNORROREO) Instrucciones
ORRORRORRORRONRORRORRE) = La duracion de esta prueba es de 90 minutos.
@ o 0lo|olo oo o l o .
olRoRRORRO RO RECOROREG) = Re ene,a.)mp etamente los czrczll 0s corfespOﬁ ientes
olelolol ol ol o|la a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ORNORRORNORNORNORRORREO ajustando a la derecha y completando con ceros
ORECRECRNEORNOANOENORNG) por la izquierda).
00000 0|0 = En la parte inferior de la pagina rellene completa-
OANORRORRORNORRORNORNG) mente los circulos con una sola respuesta a cada una
ORNORNORNORNORNORNORNO), de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.
= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.
= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.
= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.
= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.
Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas
nHm ® ® © 0o G ® ® © ®©
@ ® 6 0 0 6 ® ® © ©
6 ® 6 O o ”n ® ® © ®
49 ® ® © 0 ® ® ® © ®©
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(1) (1 pto.) Sea f : V — W una aplicacion lineal de la que se conocen las imagenes de los tres vectores de una
base de V expresadas en funcion de una base de W: f(e1) = u; + up, f(e2) = u; —up y f(e3) = up. Obtenga la
matriz asociada a f en las bases {e1, ez, e3} de Vy {uj, up} de W.

1 10 10
D(“)H<1—1 1)' D@l o1
0 0
1 1
b 1 -2 |. 1 01
= 10 D("’)(1—12'
(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases B = {e1,ep,e3} y B* = {uy, up} tiene como columnas las

imagenes de los vectores de B expresadas en la base B*.

(2) (1 pto.) Sea f una aplicacion lineal f : V — W entre dos espacios vectoriales V' y W cuya matriz asociada en
ciertas bases de V'y W es A. Si ker f # {0} indique cual de las siguientes proposiciones es verdadera.

(J (a) Vu € ker f, siV es solucion del sistema Ax = b entonces v + u es solucién de Ax = b + u.
(_J (b) Elsistema Ax = b tiene solucién tnica si b € Im f.

() (c) [=] El sistema Ax = b es compatible indeterminado si b € Im f.

() (d) Elsistema Ax = b es compatible incluso si b ¢ Im f.

(*) Explicacion: sib € Im f existird, al menos, una solucion del sistema Ax = b que denominamos v. Siu € ker f
(u # 0) entonces v + au (Yoo € R) también es solucion del sistema ya que

f(v+au) = f(v)+af(u) = f(v)=b= A(v+au) =Db.

En consecuencia Ax = b es compatible indeterminado.

(3) (1 pto.)Sea f: V — W una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales tal que:
(y1,y2,y3)f{ui} = f(x) = (x1 + x2,2%1 + x2, xz)f{ei}

en donde {e1, ey} es una base de V' y {uy, up, uz} es una base de W. Obtenga la matriz asociada a f en las bases
{e’l, e’z} y {u’l, u'z, ué }, sabiendo que

u; =uj +uj
uy = 2u] —2u;

{ e; = e} +2€)
u3 = uf + uj + uj

er=¢e)—¢

13 1 -3 3
O@/| -5 -1} O | -1/2 -1/2
-6 -3 1 -2
13/3 1/3 1 1
O wE| 53 -1/3 ). O @ | -1/6 -1/6
2 —1 1/3 —-2/3
(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases {e;} y {u;} es

11

A=\ 2 1

0 1

Por otro lado la matriz de cambio de base de {e}} a {e;} es:

- 11\ 1/3  1/3
P=(¢ &) =(a ez){elﬁ}:<2 —1) :<2/3 —1/3)'
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y la matriz de cambio de base de {u;} a {u} es:

1 2 1
Ql'=(w w u Jwy =1 0 1],
' 0 -2 1

de donde se deduce que la matriz asociada a f en las bases {e/} y {u’} es:

13/3  1/3
A'=Q'AP=| 5/3 -1/3
-2 -1

(4) (1 pto.) Sea V un espacio euclideo de dimension 3 en el que la matriz de Gram asociada a la base {e;} es
111
G=112 2
12 3

Dado el subespacio U = {x € V/x1 +2x; + x3 = 0}{61_}, obtenga una nueva base {u;} tal que u;, up € Uy u3
sea ortogonal a U (todas las coordenadas estan referidas a la base {e;}).

(J (@ u; = (2,-1,0)f,up = (0,-1,2)},uz = (1,2,1)%.

CJ ®) [F]lug = (2,—1,0),,up = (0,—1,2)f,u3 = (0,—2,1)".
(J ) u; = (-2,1,0)",up = (—1,0,1)},uz = (1,-2,1)".
(J @ u=(1,-1,0"u =(1,1,1),uz = (2,-2,1)%.

(*) Explicaciéon: uy y uy pueden ser dos vectores linealmente independientes cualesquiera de U, por ejemplo: uy =
(2,-1, O)t{e} yuy = (0, _1’2)%{9}' El vectoruz = (&, B, 'y)?e‘} tiene que ser ortogonal a uy y Uy:

4 44
(2 -1 0)G| B |=0 (0 -1 2)c| B |=0
g 0

De donde se deduce que todos los vectores de la forma (0, —2A, A) son ortogonales a U. Tomando, por ejemplo, A = 1
se tieneuz = (0, -2, l)f{e,}.

(5) (2 ptos.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R® y el producto escalar
Xy = x1y1 + xX1y2 + x2y1 + 2x2Y2 + X3Y3 {e:}

determine la proyeccion ortogonal del vector b = (1,0, l)f‘{e.} sobre el subespacio vectorial

S:{XEIR3/x1—x2+x3:0}

{ei}
O @ 041 (1/3 0 2/3 )i, 3 © [04] ( 1/15 28/45 5/9 )(,,.
O ®m o4 (2 1 1), O @ R0 2/3 2/3 ),

(*) Explicacion: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas de los vectores
siempre se expresan en la base {e;}):

110 i
(Xl X2 Xg) 1 2 0 2 :xtGy
00 1 Y3
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1. BasedeS: {a; = (1,1,0)",a, = (0,1,1)"}.

2. Base ortonormal de S:

u = — =—(1,0,1),
[la | 5
110 1
Jag]>=(1 1 0)( 1 2 0 1 | =5,
00 1 0
V%) 1 t
u = = ——(-3,2,5),
2= o] ~ Va0 %)
Z; =a; — (az-uy)u (011)—ii(110)f (—3,2,5)
2 2 2 1 1 \/g 5 s 4
, 110 1 3
(ag-up)=—(0 1 1 120 1| =——
\/5( ) 00 1 0 V5
110 -3
, 1 30
|22 | :57(—3 2 5)[ 120 2 =
00 1 5

3. Se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada,

Prisb = (b-uj)us + (b-up)up = w=(0 2/3 2/3)".

2 L 4
Zut —
V5 V30
(6) (1 pto.) Dados una matriz cuadrada e invertible, A, de dimension # y un vector, v, también de dimension #, se

puede afirmar lo siguiente:

() (a) [=] Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v también es un vector
pr0p10 de A~1 asociado al valor propio 1/A.

(CJ (b) Siv esun vector propio de A asociado al valor propio A (A # 1), entonces el vector v también es un vector
prop prop
propio de A~! asociado al mismo valor propio A.

() (c) SiV esun vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v también es un vector propio
de A~ solo si A es una matriz simétrica.

() (@) Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces el vector v no es un vector propio de
AL

(*) Explicacién: si v es un vector propio de A asociado al valor propio A entonces Av = Av, de donde se deduce,
multiplicando en ambos lados de la igualdad anterior por A=, que A~1Av = A~1Av, lo que equivale a A~'v =
(1/A)v. Queda demostrado entonces que v es un vector propio de A~ y que su valor propio asociado es 1/ A.

(7) (2 ptos.) Sea el endomorfismo f : V — V, cuya matriz asociada en una cierta base {e;} es

S O W
— =
— = O

Respecto a V' y f se puede afirmar lo siguiente (todas las coordenadas estan referidas a la base {e;}) :

(J (@) [-0.4]1{(1,0,0)%, (—1,4,—2)%,(1,0,0)"} es una base de V formada por vectores propios de f.

CJ ) 4]{(-1,1,0)%, (=1,4,-2)%,(1,0,0)!} es una base de V formada por vectores propios de f.
(J (c¢) [2] No es posible formar una base de V con vectores propios de f.

(J @) [-0.4] {(—1,4,—-2)!,(1,0,0)!, (=1,—1,1)!} es una base de V formada por vectores propios de f.

[-0.
[-0.
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(%) Explicacién: ecuacion caracteristica de f:

3-A 1 0
p(A) = 0 1—A 4 |=0B-NA2=21-3)=—-(A=3)*(A+1)=0
0 1 1-A
¥, por lo tanto los valores propios de f son Ay = 3 (doble) y Ay = —1. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio
V), son
0 1 0 X1 0
0 -2 4 x |=| 01,
0 1 -2 X3 0

de donde se obtiene que la multiplicidad geométrica de A1 (dimensién de V), ) es igual a uno, distinta de la multiplicidad
algebraica que es dos. En consecuencia f no es diagonalizable por semejanza y no es posible encontrar una base de V
formada por valores propios.

(8) (1 pto.) Sean V un espacio euclideo y f : V' — V un endomorfismo simétrico. Indique cual de las siguientes
proposiciones relativas a f es cierta.

() (a) Los valores propios de f pueden ser complejos con parte imaginaria no nula.

CJ @) f(x-y)=f(x)fly).Vxy€eV.

(] (c¢) [=] Los subespacios propios de f son ortogonales entre si.

(J (@) Si A es la matriz asociada a f en una base ortonormal, A es una matriz ortogonal.

(*) Explicacién: dos vectores propios de un endomorfismo simétrico asociados a valores propios distintos son siempre
ortogonales entre si:
Siv e Vy yw €V, se verifica

fv) =Avy f(w) = uw,
entonces
v f(W) =v-pw = p(v-w)
w-f(v) =w-Av=A(v-W)
y, al ser el endomorfismo simétrico (v - f(w) = w - f(v)), se verifica

p(v-w)=A(v-w) & (p—A)(v-w)=0.

Lo que implica que v - w = 0.



