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Primera prueba parcial, (21-10-2022) - (gie) [0000]
Algebra
ETSI Minas y Energia
Apellidos: Nombre: DNI:

DNI: ORNORROREOREORNORROREO) Instrucciones
ORRORRORRORRONRORRORRE) = La duracion de esta prueba es de 80 minutos.
@00 00|00 el l s cireu i
olRoRRORRO RO RECOROREG) = Re ene,a.)mp etamente los czrczll 0s corfespOﬁ ientes
olelolol ol ol o|la a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-

ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ORNORRORNORNORNORRORREO ajustando a la derecha y completando con ceros
®le® &l |G|l ®|® por la izquierda).
00000 0|0 = En la parte inferior de la pagina rellene completa-
OANORRORRORNORRORNORNG) mente los circulos con una sola respuesta a cada una
ORNORNORNORNORNORNORNO), de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.
= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.
= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.
= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.
= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.
Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas
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(1) (1.5 ptos.) Un parque de atracciones cobra 70€ a los adultos, 20€ a los jovenes, y 5€ a los nifios. Si entran 75
personas y pagan un total de 500€, determine el nimero de adultos, jovenes y nifios que acceden al parque.
Observacion: para resolver el ejercicio se debera tener en cuenta que la solucion esti formada por nimeros enteros
no negativos.

(] (a) [-0.3]2 adultos, 5 jévenes y 68 nifios.
() (b) [1.5] 1 adulto, 4 j6venes y 70 nifios.

() (¢) [-0.3]2 adultos, 3 jévenes y 70 nifios.
O @ [-

(*) Explicacion: llamando x al nimero de adultos, y al niimero de jovenes y z al de nifios; se tiene:

0.3]1 adulto, 6 jovenes y 68 nifios.

Numero total de personas = x+y—+z=75

Coste total de las entradas = 70x + 20y + 5z = 500

y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones que resuelve el problema sera:

X+y+z = 75
70x +20y +5z = 500

1 1 1 75
70 20 5 500 /-

Realizando operaciones elementales en sus filas se obtiene la siguiente matriz escalonada equivalente a la anterior:

1 1 1 75
0 —-50 —65 —4750 )’

de donde se deduce que el rango de la matriz ampliada es 2 y el rango de la matriz de coeficientes es 2 por lo que
el sistema es compatible indeterminado por ser 3 el niimero de incognitas. Por consiguiente el sistema tiene infinitas
soluciones reales:

La matriz ampliada del sistema es

=-20+ %z,

y=95— EZ
Sin embargo no todas las soluciones anteriores son validas: tal como se dice en la nota del enunciado tinicamente son
aceptables las soluciones enteras no negativas. Por lo tanto:

200

= > <z<
950
y>20=z< 3%

950

13 °

En el intervalo [%, %} solamente hay siete niimeros enteros: los que van del 67 al 73. Pero de estos siete enteros
solamente hay uno que consigue que x ey sean también enteros: z = 70 (para que x ey sean enteros es necesario y
suficiente que z sea miltiplo de 10). Por lo tanto el problema tiene una tinica solucion: en el parque de atracciones entran
1 adulto, 4 jovenes y 70 nifios.

(2) (1.5 ptos.) Respecto a la existencia y unicidad de soluciones del sistema lineal

—x1+x2+x3+2x4 = 0
Xp—X3—X4 = 6
Xo+x3+x4 = 1

le — 2X2 — ZX4 = -5

se puede afirmar que



Primera prueba parcial, (21-10-2022) - (gie) [0000]-p2/4
() (a) [-0.3]no existen soluciones.

() (b) [-0.3]existe una tinica solucién.
() (c¢) [1.5] existen infinitas soluciones dependientes de un parametro (de una variable libre)
J @ [-

(*) Explicacion: realizando operaciones elementales en la matriz ampliada del sistema:

0.3]existen infinitas soluciones dependientes de dos parametros (de dos variables libres)

-1 1 1 2 0 11 1 2 0
A — 0 1 -1 -1 6| _ 01 -1 -1 6
b= o 1 1 1 1 00 2 2 -5

2 -2 0 -2 -5 00 0 0 0

se deduce que, llamando A a la matriz de coeficientes, rg(A) = rg(A,) = 3 < 4 (niimero de incégnitas) y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado: existen infinitas souciones dependientes de un parametro (4 —3 = 1).

(3) (1.5 ptos.) Calcule el determinante de la matriz

1 1 1 1 1
X1 X X3 X4 X5
A= (x1)* (x2)* (x3)* (x)* (x5)°
(x1)3 (xz)3 (x3)3 (x4)3 (955)3
(x1)4 (xz)4 (x3)4 (x4)4 (965)4
O @ nslAl= 1 (x—x) 0 @ Fo3lfAl =TT (xj—x)
1<j<k<5 1<j<k<4
O @ Fo3l[Al = TT (xj—x) O @ ro3)fAl = TT (x—xj)
1<j<k<5 1<j<k<5

(*) Explicacion: realizando operaciones elementales en la matriz A:
(Se le resta a cada fila la anterior multiplicada por x1)

1 1 1 1 1
0 Xy — X1 X3 — X1 X4 — X1 X5 — X1
|A| =10 X2<X2—X1) x3(x3—x1) X4<X4—X1) x5(x5—x1) =
0 (x2)%(x2—x1) (x3)*(x3—x1) (x4)*(xa—2x1) (x5)*(x5 —x7)
0 (2)*(x2—x1) (x3)3(x3—x1) (xa)(xa—x1) (x5)3(x5 —x1)

(Se desarrolla el determinante por la primera columna)

Xy — X1 X3 — X1 X4 — X1 X5 — X1
x2(x2 — x1) x3(x3 — x1) x4(Xq4 — x1) X5(x5 — x1)
(x2)*(x2 —x1)  (x3)*(x3—x1) (x4)*(xg —x1) (x5)*(x5 — x1)
(x2)3(x2 —x1) (x3)3(x3 —Xx1) (x4)3(x4 —Xx1) (x5)3(x5 —Xx1)

(Se divide cada columna por (x; — x1), conk = 2,3,4,5 y se aplica recursivamente el mismo procedimiento hasta
llegar a un determinante de orden dos)

1 1 1 1 1 1 1
H (xx —x1) ;22 ;32 ;42 ;52 = H (%% — x1) H (xx — x2) X3 X4 X5
1<ks5 Ex33 Eé;s 29533 Exz)a 1<ks5 2<ks5 (x3)* (x2)* (x5)?
= X, — X X — X X, — X 1 1 =
1<1:£5( k 1)2!—[165( k 2)3<k1—£5( § — X3) Y xs

IT Ge—x1) JT (e—x2) J] (e —x3)(xs —xa) = [ (x —xj).

1<k<5 2<k<5 3<k<5 1<j<k<5
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(4) (1 pto.) Suponga que un sistema lineal, S, de cuatro ecuaciones y dos incégnitas tiene una matriz ampliada
equivalente a una matriz escalonada con una tnica fila nula. Respecto al sistema S se puede afirmar lo siguiente:

() (a) S es compatible determinado.

() (b) S es compatible indeterminado.

() (¢) [=] S es incompatible.

() (d) S puede ser compatible indeterminado o incompatible.

(*) Explicacion: si la matriz escalonada, equivalente a la matriz ampliada de S, tiene una tunica fila nula, la tercera
ecuacion del sistema equivalente a S serd: 0x1 + 0xy = & # 0, ecuaciéon que no puede ser satisfecha por ningiin par
de numeros reales. En consecuencia el sistema S es incompatible.

(5) (1 pto.) Dadas las matrices

1 0 0 O 1 0 00
01 00 01 00
F=hbos=19001|Y’T|0oa1 0]
0 010 0 b 01
determine la matriz P; que verifica FP = P F.
1 0 0O 1 0 00
01 0O 0 1 00
[:] (a) Pl_ 0 a 1 0 [:] (C) Pl_ O —a 1 O
0 b 01 0 —b 0 1
1 0 0O 1 0 0 0
0100 0 1 00
O®EP=|4 1 0 D@h=1{4 2 1
0 a 01 0 —a 0 1
(*) Explicacion: es facil comprobar que
1 0 00
01 00
=105 10
0 a 01

verifica FP = P, F.

(6) (1pto.)Si A, B € M, (R), entonces

(J (a) (A+B)?2= A% +2AB+ B2

() (b) [=] (A+B)2 = A2+ AB+ BA + B~

O @ (A+B)1=A"14+B"!

(J @ (AB)! = A!BL.

(*) Explicacion: al ser el producto de matrices no conmutativo la tinica la respuesta correcta es

(A+B)> = A’ + AB+BA + B>

(7) (1 pto.) Indique cual de las siguientes proposiciones es falsa.

() (a) La dimensioén de un espacio vectorial V es el menor nimero de vectores que pueden formar un sistema
generador de V.
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(] (b) La dimension de un espacio vectorial V es el mayor niimero de vectores que pueden formar un conjunto
linealmente independiente de vectores de V.

() (c) La dimensién de un espacio vectorial V es el niimero de vectores que constituyen una base cualquiera de
V.

() (@) [=] La dimensién de un espacio vectorial V es el mayor ntimero de vectores que pueden formar un sistema
generador de V.

(*) Explicacién: la proposicion “La dimension de un espacio vectorial V' es el mayor niimero de vectores que pueden
formar un sistema generador de V7 es falsa porque a cualquier sistema generador de V se le puede afiadir otro vector
cualquiera de V sin que deje de ser un sistema generador de V. Las otras tres proposiciones son ciertas.

(8) (1.5 ptos.) Determine las coordenadas del vector (—1,2, 1){ e} de IR? en la base {u,}, sabiendo que la base {e;}
; t
esta formada por los vectores (2,0, 1){u b (1,1, 0){u VY (0,1, 1){u b

O ) [-03](-2/3, 1/3 5/3) - 3 @ [-0.3](0,2 1)t{u
( )Expllcacwn en el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {el} en funczon de la base {u; }:

210
(e1 e e3 ){ui}: 01 1],
1 0 1

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {e;} a coordenadas en la base {u;}. Aplicando el
cambio al vector (—1,2, 1){e}

" 210 -1 0
" —[o0o 11 2 —[ 3
Y3/ fu 101 L/ e 0
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Algebra
ETSI Minas y Energia

Apellidos: Nombre: DNI:

DNI: Instrucciones

= La duracion de esta prueba es de 90 minutos.

= Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

= En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con una sola respuesta a cada una
de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.

CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCNONCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)
CRORCRCNCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)

= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.

Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas

nHm ® ® © 0o 6 ® ® © ©
@ ® 6 0 0 n ® ® © O
6 ® 6 O o ® ® ® © ©
49 ® ® © 0 9 ®6® 0 0
G ® ® © © 1) @® ® O O




Segunda prueba parcial, (19-12-2022) - (gie) [00001-p1/7

(1) (1 pto.) Sean Uy y U, dos subespacios de un espacio vectorial V. Dadas una base de U;: {aj---ap} y una
base de Uy: {by - - -bq}, cualquier vector x € Uy N Uy se puede expresar como X = a1a; + -+ + &pap 0 X =
B1b1 + - - - + Bgby. Por lo tanto

a1a; + - +apap = Prby + - - + B4by,.
Respecto al sistema anterior se puede afirmar lo siguiente:

(_J (a) Solo puede ser compatible indeterminado, con un niimero de variables libres igual a dim (U ) + dim(U;) —
dim ( u, NU, ) .

() (b) [=] Puede ser compatible determinado o compatible indeterminado pero no puede ser incompatible. En los
casos en que sea compatible indeterminado, el nimero de variables libres es igual a dim(U; ) + dim(U,) —
dim(U; + Uy).

() (c) Puede ser compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. En los casos en que sea com-
patible indeterminado, el numero de variables libres es dim (V) — dim(U;) — dim(Uy).

() (d) Puede ser compatible determinado o compatible indeterminado pero no puede ser incompatible. En los casos
en que sea compatible indeterminado, el nimero de variables libres es igual a dim (V') — dim (U, ) — dim(U>).

(*) Explicacion: el sistema del enunciado es un sistema homogéneo que no puede ser incompatible. Ademas el niimero
de variables libres (dim(Uy N Uy)) es igual al numero de incognitas menos el rango de la matriz de coeficientes. El
nimero de incognitas es p + g = dim(Uy) + dim(Uy) y el rango de la matriz de coeficientes, A, coincide con el rango
de sus columnas que constituyen un sistema generador de Uy + Uy, por lo tantorg(A) = dim(U; + Uy ). Resumiendo:

Ntimero de variables libres = dim(U; N Uy) = dim(Uy) + dim(Uy) — dim(U; + Up).

El sistema sera compatible determinado cuando dim(Uy ) + dim (U, ) = dim(U; + Uy). En este caso la tinica solucion
del sistema homogéneo sera la trivial y Uy N Uy = {0} (subespacios independientes).

(2) (1 pto.) Dado un subespacio, S, de dimensién p, perteneciente a un espacio vectorial de dimension n, unas
ecuaciones implicitas de S constituyen un sistema homogéneo que se puede obtener eliminando los parametros
de unas ecuaciones paramétricas de S. jPor qué el sistema homogéneo de las ecuaciones implicitas tiene 1 — p
ecuaciones linealmente independientes y 7 incégnitas?

(] (a) Porque las ecuaciones paramétricas de S constituyen un sistema compatible indeterminado con n — p ecua-
ciones linealmente independientes que, igualadas a cero, formaran las ecuaciones implicitas.

() (b) Porque las ecuaciones paramétricas de S constituyen un sistema compatible indeterminado con 1 — p ecua-
ciones linealmente independientes. Al resolver el sistema anterior se obtiene un sistema homogéneo equiva-
lente. Resolviendo este sistema se obtienen las ecuaciones implicitas de S.

() (¢) [=] Porque las ecuaciones paramétricas de S constituyen un sistema compatible determinado de 7 ecua-
ciones y p incognitas. Las ecuaciones implicitas se obtienen despejando las p incoégnitas de las p ecuaciones
linealmente independientes en funcién del término independiente y sustituyendo sus valores en las n — p
ecuaciones restantes.

(] (d) Porque las ecuaciones paramétricas de S constituyen un sistema compatible determinado con 7 — p ecuacio-
nes linealmente independientes de donde se despejan los p parametros en funcion del término independiente
y se sustituyen en las p ecuaciones restantes para formar las ecuaciones implicitas.

(*) Explicacion: las ecuaciones paramétricas de S constituyen un sistema compatible determinado con p ecuaciones
linealmente independientes de donde se despejan los p parametros en funcion del término independiente y se sustituyen
en lasn — p ecuaciones restantes para formar las ecuaciones implicitas.

(3) (1 pto.) Sea A la matriz asociada a la aplicacion lineal f : V. — W en las bases {e1---e,} de Vy {u; - uy}
de W. Respecto a los 1 vectores cuyas coordenadas en la base {uy - - - uy,;, } de W son las columnas de A, se puede
afirmar lo siguiente:
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(] (a) [=] Constituyen un sistema generador de Im f porque coinciden con las imagenes de los vectores de la base

{el R en}-

() (b) Constituyen una base de Im f porque coinciden con las imégenes de los vectores de la base {e - - - e, }.

(] (c) Constituyen una base de Im f porque siempre son linealmente independientes.
() (d) Constituyen un sistema generador de Im f porque siempre son linealmente independientes.

(*) Explicacién: el conjunto formado por las imdgenes por f de una base de V es un sistema generador de Imf puesto
que cualquier vectorw € W se puede expresar comow = f(v) = f(aje1+---+aye,) = ayf(er)+---+anf(ey)
y por lo tanto {f(e1)--- f(en)} es un sistema generador de Im f. En general {f(e1) - -- f(en)} no es un conjunto
linealmente independiente por lo que no es una base. Solo sera linealmente independiente siker f = {0}.

(4) (1 pto.) Sea la aplicacion lineal

fr v - W
x = (yLy2,y3) = (x1 +x2,x1 —2x2,x1)"

referida a las bases {ej, e2} de V'y {uy, up, uz} de W.Dado el vector z = €] + 3¢}, determine la expresion de f(z)
en la base {u'l, u), u }, sabiendo que

— Iy
e, = e te Gz WMty
e, = 3e;—2e W = T u
2 u3 = uj—2uj
O (@ [=] 15u] — 15u’5. O (© (44/15)u, — (1/15)u}, — (7/15)u,.
(J (b) (40/3)u — (20/3)u)y + (25/3)uj. () (@) 4u] — (1/5)u) — (7/5)u}.
(*) Explicacién: la matriz de la aplicacion lineal en las bases {e;} y {u;} es
1 1
A= 1 -2
1 0

Por otro lado las matrices de cambio de base de {e} a {e;} y de {u} a {u;} son, respectivamente,

;o 13 D w L
P={(e e )= 1 -2 yQ=(wu w uj)y= (1)_} (2)

Realizando el correspondiente cambio de base, la matriz asociada a f en las bases {e}} y {u]} es

3 4
A'=Q1AP = 3 -6
-3 1
y, hallando f(z) en la nueva base,
3 4 1 15
fz)=| 3 -6 < 3 > —| -15
-3 1 0 /

u;

(5) (1 pto.) Sea f una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' y W, cuya matriz asociada en ciertas bases
de V'y Wes A.Si f es una aplicacion sobreyectiva pero no inyectiva, indique cudl de las siguientes proposiciones
es cierta.

(] (a) Siv es solucién del sistema Ax = b entonces v + u es solucién de Ax = b + u para cualquier u € ker f.
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() () Se puede encontrar algin término independiente, b € W, con el que el sistema Ax = b no tiene solucién.

() (c) [=] SiV es solucion del sistema Ax = b y u € ker f entonces v + u también es solucién de Ax = b.
() (d) Elsistema Ax = b puede ser compatible determinado o incompatible.

(*) Explicacion: si f es sobreyectiva pero no inyectiva el sistema Ax = b sera compatible indeterminado (ker f # {0})
Vb € W. Siv es solucion del sistema Ax =b yu € ker f:

Av=b= f(v)=b= f(v4+u)=f(v)+ f(u) = f(v)=b= A(v+u) =b.

(6) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
Xy = x1y1 + XolY2 + 2X3Y3 + X2y3 + X3Y2 (e;}

determine la proyeccion ortogonal del vector v = (2,1, 1){}{&-} sobre el subespacio vectorial

S:{xell{3/x1—x2+x3:0}

{ei}
t t
() (@ (5/3 —4/3 0 ){ei}' (J () (4/3 5/3 1/3 ){ei}.
O ® (1/3 -1 2/3),,. O @IE(5/3 2 1/3 ),
(*) Explicacién: expresion ma;rlzcial del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas de los vectores

siempre se expresan en la base {e;}):
1 0 0 n
( X1 X2 X3 ) 011 2 = XtGy
01 2 Y3

Basede S : B = {a; = (1,0,—1)},a, = (0,1,1)"}. Se calcula la proyeccién ortogonal de v sobre S de tres formas
distintas:

1. Utilizando la base B:
(v—vi)-a; =0= (a;-ay)a; +(a;-ax)ap = a; - v
(v—vi)-ap=0= (az-aj)a; + (a-ax)ap = ay- v
en donde vi = Pr|sv = aja1 + apay es la proyeccion ortogonal pedida.

Teniendo en cuenta que

1 0
a1-a1:(1 0 —1)G 0 =3, al'azzayal:(l 0 —1)G 1 = -3,
-1 1
0 2
a2~a2:(0 1 1)G 1 =5, a1~v:(1 0 —1)G 1 = -1,
1 1
2
az-v:(O 1 1)G 1 | =5
1
el sistema queda
301 — 30y = —1
—3a1 + 50 =5
cuya solucion es wy = 5/3, ap = 2. La proyeccion pedida es, por lo tanto,
5/3
Pr\gv:alari—zxzaz = 2

1/3



Segunda prueba parcial, (19-12-2022) - (gie) [0000]-p4/7
2. Hallando una base ortonormal de S:

721 =a

2z =a — Z:Zl =(0,1,1)' + (1,0,-1)! = (1,1,0)",
21'21231'31:3, a2~z1:a2'a1273.

Dividiendo z1 y zp por su norma se obtiene una base ortonormal:

1

Z2-Z2=(1 1 O)G 1 =2.
0

Zq 1 V2 1

(1,0,—-1)f, up = (1,1,0)".

ul = = — = —
lzal V3 lzal - V2

Finalmente se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada:

1 4
Pr|5v:(v~u1)u1+(v-u2)u2:f\ﬁu1+\—@u2:(5/3 2 1/3)".

, la matriz de proyeccion sobre S es

_ o

1
3. Hallando la matriz de proyeccion: si se denota A = (ay,ap) = 0
-1

5/6 1/6 —1/6
Ps = A(A'GA)1A'G = 1/2 1/2  1/2
-1/3 1/3  2/3

5/3
Pr|sv = Psv = 2
1/3

(7) (1 pto.) En la siguiente tabla se muestran las coordenadas de cuatro puntos del plano.

x[1]1]2]3
y | 1]2]1]2

Suponga que se quiere ajustar un polinomio de segundo grado, y(x) = by + by x + byx?, a los puntos anteriores por
el método de minimos cuadrados. Determine cual es la matriz de coeficientes del sistema de minimos cuadrados que

permite obtener los tres coeficientes del polinomio.

] @) [=] (J (@
4 7 15 4 7 15
7 15 37 |. 7 10 27
15 37 99 15 27 98
O o) CJ @
4 7 12 4 8 12
7 15 42 |. 8 10 48
12 42 129 12 48 126

(*) Explicacion: el sistema de minimos cuadrados es

(X'X)b =Xy,
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en donde
1 1 1
111
X=11 2 4
1 3 9
Por lo tanto la matriz pedida es
1 111 i 1 } 4 7 15
XtX=[111 2 3 124 |=1 7 153
1 1 4 9 1309 15 37 99

(8) (1 pto.) Considere el espacio euclideo formado por el espacio vectorial R3 y el producto escalar
Xy = x1y1 + 2x2)2 + 4x3Y3 + X1y3 + X3y1 + X2Y3 + X3Y2

expresado en una cierta base {e1, ey, e3} . De entre las cuatro bases siguientes, elija aquella respecto a la cual la
matriz de Gram (matriz del producto escalar) es la matriz identidad.

J @ c = (100){e}C2—7(010){e}C3: (0,0, 1), -
O ®a= (100){e}cz—7(010){e} :%(1/211)}
%( ~1/2,1)y-
(—

1,1/2,1)t

O © [Fler = (1L,0,0) . e2 = F(0,1,0)] . 3

2

w\a

O @a= (1,0,0)t{ei},C2 10,1,0), . el

(*) Explicacion: una base en la que la matriz de Gram es la matriz identidad es una base ortonormal. Las cuatro
soluciones propuestas coinciden en los dos primeros vectores (c1 y ¢2) que, efectivamente, son ortogonales entre si y
unitarios. Queda, por tanto, comprobar cudl de los c3 propuestos es ortogonal a los dos vectores anteriores ademas de
unitario. Es facil verificar que el inico vector que cumple las dos condiciones es

2
€3 = \\g(—1,—1/2,1)*{e1}.

También se podia haber llegado a la solucién ortonormalizando la base {e1, e, €3}, teniendo en cuenta que e1 y ) son
ortogonales por lo que se pueden escoger como los dos primeros vectores de una base ortogonal:

z1 = (1,0,0),y, 22 = (0,1,0)f,,
El tercer vector de la base ortogonal se obtiene aplicando el método de Gram-Schmidt:

e3-z ez 1
73 =e3 — zj _ zizl - Zz _ zizz = (0,0, ~ (1,0,0) = (0,1,0)" = (~1,-1/2,1)f

v, siguiendo con el método de Gram-Schmidt,

21 g0t o= z _ V2
- T =\Yr 4 av - I
lz2ll - v2 ted Izl V5
Observacion: las bases ortonormales no son tinicas, se puede llegar a una base ortonormal distinta aplicando el método

de Gram-Schmidt a una base de partida diferente o incluso partiendo de la misma base pero eligiendo los vectores en un
orden distinto.

=(1,0,0)f,), €= (-1,-1/2,1)i,,

(9) (1 pto.) Indique cual de los cuatro vectores siguientes es un vector propio del endomorfismo

1 t
f:V—=V talque f(x)= <§x1 + 3xp, —gxl —2xp, —6x1 — 6x3 — 2x3>{ }.
e
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(] @) (1,1,0)t{ei}. (] (© (2,2,—1)f{e]_}.
O ® =(-1,1,2)!,,- O @ (1,21,
(*) Explicacién: la matriz del endomorfismo en la base {e;} es
5/2 3 0
A= -3/2 -2 0
-6 —6 —1/2

Es facil comprobar que

1 11/2 -1 1/2 2 11 1 17/2
Al 1 =1 -7/2 |,A 1 |=( -1/2 |, A 2 7 |,Al 2 | = —-11/2 |.
0 12 2 -1 -1 47/2 1 —37/2

Por lo tanto el iinico vector propio es (—1,1, Z)ﬁie‘} (asociado al valor propio —1/2).

Si se resuelve la ecuacion caracteristica de A, se obtienen los valores propios Ay = —1/2 y Ay = 1, comprobandose que
(-1, 1'2)t{e,»} € Vi,

(10) (1 pto.) Sabiendo que A = 6 es un valor propio de la matriz

4 -1 1
A= -1 4 -1
1 -1 4

y que D es una matriz diagonal semejante a A, elija, de entre las cuatro matrices siguientes, la matriz P que verifica

D =P lAPyP~! =Pt

1/vV3 1/vV2 —1/V6 1/vV3 1/vV6 —1/6
O @[=EP=| -1/vV3 1/vV2  1/V6 |. O @P= ( ~1/V/3 2/vV6  1//6 )
1/V/3 0 2/V6 1/vV3 1/vV6  2/V6

1/V3 1/v2 0 1/v3  1/v2 -1/V6
L r= ( ~1/v/3 1/v2 1/v6 ) O @rP=|1/v3 -1/v2 -1/V6
1/V3 0 1/V6 1/V/3 0 2/Ve
(*) Explicacion: las opciones b) y c) no cumplen P~ = P! (es facil comprobar que sus columnas no constituyen una
base ortonormal deR3). Para distinguir entre las opciones a) y d) se calculan los valores propios y los subespacios propios
de A.

El polinomio caracteristico de la matriz A es

4-A -1 1
PAA)=|A—=AIl=| -1 4—A =1 |=-A3412A2 —45) +54.
1 -1 4-2

Sabiendo que A = 6 es un valor propio de A v, por lo tanto, una raiz de P4 (A):
PA(A) = —(A—6)(A —3)%.
Los valores propios de A son Ay = 6 y Ap = 3 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y dos. La matriz A

es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es diagonalizable por semejanza, lo que implica que las
multiplicidades geométricas también seran uno y dos.

-2 -1 1 X1 0 0% — 0
V6 = X € IR3 -1 -2 -1 X2 — 0 — {X c IR3/ 1 2 3 ~ } ,
1 -1 -2 %o 0 ¥ty =0
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T =T 1 3 0
Vs = xe]RS/ -1 1 -1 xx | =10 ={xeR¥/ xy—x4+x3 = 0 }.
1 -1 1 X 0

Se comprueba que la primera columna de la matriz P de la opcion d) no es un vector propio de A al no verificar ni las
ecuaciones implicitas de Vi ni las de V3 (tampoco lo son las columnas dos y tres). Por lo tanto no se verifica D = P~1AP.
La matriz P de la opcién a) si verifica que su primera columna es un vector propio de A perteneciente a Vg y también
que sus columnas dos y tres son vectores propios de A pertenecientes a V3. En consecuencia esta es la opcion correcta
puesto que se cumple D = P~LAP.

Se puede también resolver el ejercicio calculando directamente la matriz P, teniendo en cuenta que esta no es tinica
y se puede obtener una matriz que no coincida con ninguna de las propuestas. Las columnas de la matriz P
que se pide en el enunciado seran las coordenadas de tres vectores propios de A que constituyan una base ortonormal de
IR3. Para hallarla se unen las bases ortonormales de los dos subespacios propios de A:

1 1
1
Basede Vi : < v = -1 — Base ortonormal : { ¢; = L S -1
1 il V3 1
1 0 1 1 1 -1
Basede V3 : ¢ vp = 1 |,vz= 1 — Base ortonormal : — |11 |,3=— 1
0 1 VA Ve o

La base ortonormal de V3 se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:

V3 - Z) _1/2
Zz=V2,Z3=V3—Zz‘Z22— = 1/2
1
1 _
1
o= 2 1 % 1

1
- = , C3 _ — =
fz2l ~ V2 \ lzl ~ Ve |

Por lo tanto la matriz pedida es
1/v3 1/vV2 -1/V6
P=| -1/v3 1/v2 1/V6
1/V3 0 2/V6
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Algebra
ETSI Minas y Energia
Apellidos: Nombre: DNI:
DNI: ORNORROREOREORNORROREO) Instrucciones
ORRORRORRORRONRORRORRE) = La duracion de esta prueba es de 80 minutos.
@ o 0lo|olo oo o l o .
olRoRRORRO RO RECOROREG) = Re ene,a.)mp etamente los czrczll 0s corfespOﬁ ientes
olelolol ol ol o|la a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ORNORRORNORNORNORRORREO ajustando a la derecha y completando con ceros
ORECRECRNEORNOANOENORNG) por la izquierda).
00000 0|0 = En la parte inferior de la pagina rellene completa-
OANORRORRORNORRORNORNG) mente los circulos con una sola respuesta a cada una
ORNORNORNORNORNORNORNO), de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.
= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.
= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.
= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.
= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.
Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas
nHm ® ® © 0o G ® ® © ®©
@ ® 6 0 0 6 ® ® © ©
6 ® 6 O o ”n ® ® © ®
49 ® ® © 0 ® ® ® © ®©
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(1) (1.5 ptos.) Se tienen tres lingotes de 100 gramos cuya composicion es la siguiente

Lingotes | Oro | Plata | Cobre
1 20% | 30% 50 %
2 30% | 40% 30 %
3 40% | 50% 10 %

;Qué peso habra de tomarse de cada uno de los tres lingotes para formar uno nuevo que contenga 12 gramos de oro,
57 gramos de plata y 51 gramos de cobre?

(J (a) [-0.3]90 g del lingote 1, 20 g del lingote 2 y 10 g del lingote 3.
() (b) [1.5]No es posible construir el lingote pedido a partir de los tres lingotes dados.
() (c) [-0.3]64 g del lingote 1, 22 g del lingote 2 y 34 g del lingote 3.
() (@) [-0.3]75 g del lingote 1, 32 g del lingote 2 y 13 g del lingote 3.

(*) Explicacion: llamando x a los gramos del lingote 1 que se necesitan para producir el nuevo lingote, y a los que se
necesitan del lingote 2 y z a los que se necesitan del lingote 3; se tiene (en gramos):

Oro en la aleacion de los tres lingotes = 20 x+ ﬂ + — 40
: e = 100" " 1007 " 1007

30 40 50
Plata en la aleacion de los tres lingotes = 100" + T00? + 1002 =57

=12

50 30 10
Cobre en la aleacion de los tres lingotes = T 100y + 100 = =51

3y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones que resuelve el problema sera:

2x + 3y +4z =120
3x + 4y + 5z = 570
5x +3y +1z =510

La matriz ampliada del sistema es

2 3 4 120
3 4 5 570
5 3 1 510

realizando operaciones elementales en sus filas se obtiene la siguiente matriz escalonada equivalente a la anterior

2 3 4 120
0 -1 -2 780
0 0 0 -6600

de donde se deduce que el rango de la matriz ampliada es 3 y el rango de la matriz de coeficientes es 2 por lo que el
sistema es incompatible. Por consiguiente la respuesta a la pregunta es: no es posible construir el lingote pedido a partir
de los tres lingotes dados.

(2) (1.5 ptos.) Dado el sistema de ecuaciones

ax +by+z=c
x+ay+bz=0 |,
ax +by+az=c

discuta la existencia y unicidad de soluciones del sistema en funcién de los valores de 4, by ¢ (a,b, ¢ € R).
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(J (@) [-03]
pb—1l = 0 : compatible indeterminado con 2 grados de libertad

041 ¢ # 0: incompatible
b # 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad V¢ € R

b+ o ¢ = 0: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
a=1 ¢ # 0 : incompatible
b = a® : compatible determinado Vc € R
O ®) [15]
p—14 €= 0 : compatible indeterminado con 2 grados de libertad
a=1 - ¢ # 0 : incompatible
b # 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad V¢ € R
b2 €= 0 : compatible indeterminado con 1 grado de libertad
a#1 o ¢ # 0 : incompatible
b # a® : compatible determinado Vc € R
) (0 [-03]
i=1d €= 0 : compatible indeterminado con 2 grados de libertad
b—1 ¢ # 0 : incompatible
o a # 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad Vc € R
a—pd = 0 : compatible indeterminado con 1 grado de libertad
b#1 o ¢ # 0 : incompatible
a # b? : compatible determinado Vc € R
O @ [-03]

¢ = 0: compatible indeterminado con 2 grados de libertad
b=1 . .

R ¢ # 0: incompatible

- b # 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad V¢ € R

a # 1: compatible determinado Vb,c € R

(*) Explicacion: para estudiar la existencia y unicidad de soluciones se obtiene la forma escalonada de la matriz am-
pliada y de la matriz de coeficientes del sistema:

a b1 ¢ 1 b 0
A,=11 a b 0 0 b—a 1—ab ¢
a b a c 0 a—1 0
a b1 1 a b
A= 1 a b ~| 0 b—a? 1—ab |,
a b a 0 0 a—1
de donde se deduce lo siguiente:
1L.a=1
a)a=1yb=1
Da=1b=1yc=0:rg(A) =rg(Ap) =1 < 3, sistema compatible indeterminado con dos grados

de libertad.
2)a=1b=1yc#0:rg(A) =1 < rg(A,) = 2, sistema incompatible.

b) a=10b# 1:rg(A) = rg(Ap) = 2 < 3, sistema compatible indeterminado con un grado de libertad para
cualquier valor de c.
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2a#1

a)a#1yb=a?

)a#1l,b=a%yc#0:1g(A) =2 < rg(A}) = 3, sistema incompatible.

2)a#1,b=a%>yc=0:rg(A) =2 =r1g(Ay) < 3, sistema compatible indeterminado con un grado
de libertad.

b) a#1yb # a’:rg(A) = rg(Ay) = 3, sistema compatible determinado para cualquier valor de c.

(3) (1pto.) Sea A € M3(R) tal que |A| = 4. ;Cual es el valor de [2A1|?

O @ =12
O 1.
0 ©1/2
) @ 8.
(*) Explicacion:
A1 =23a7| = |8| =7=2

(4) (1 pto.) Suponga que un sistema lineal, S, de cuatro ecuaciones y dos incognitas tiene una matriz ampliada
equivalente a una matriz escalonada con ninguna fila nula. Se puede afirmar lo siguiente:

() (a) S es compatible determinado.

(J (b) Ses compatible indeterminado.

(J (¢) S es incompatible.

() (@) [=] la suposicion sobre S es imposible.

(*) Explicacién: es imposible que la matriz escalonada equivalente a la matriz ampliada, Ay, de S no tenga, al menos,
una fila nula: Ay tiene tres columnas por lo que su rango no puede ser mayor que tres, lo que implica que al escalonar
Ay la matriz escalonada resultante tiene siempre su ultima fila nula.

(5) (1 pto.) Dadas las matrices

1000 1 0 0 0 10 00
21 0 0 0 100 01 0 0

P = 10102 o 31 0|YB=|00 10/
~1/4 0 0 1 0 40 1 00 1/3 1

determine la matriz (P3P, P;) L.

1 0 0 0 1 0 00
2 1 00 “1/2 1 00
0 @ 1 -3 10 0@ 1 -1/3 1 0
~1/4 4 1/3 1 4 1/4 3 1
1 0 0 0 1 0 0 0
~ 2 1 0 0 1/2 1 0 0
O®E| 7 ;3 10 D@ | /3 1 0
1/4 —4 -1/3 1 4 —1/4 -3 1
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(*) Explicacion:
1000 1 000 10 0 0
1 o1p2p-l _ 210 0 0 100 0 1 00|
(BRP)" =P PP =1t 7 9 10flo 31000 10/
1/4 0 0 1 0 -4 0 1 00 -1/3 1
1 0 0 0
2 1 0 0
-1 3 1 0
1/4 -4 -1/3 1

(6) (1.5 ptos.) Dada la matriz

0 -1 4
A= 2 1 11,
1 2 =2
determine la factorizacion LU con pivote parcial de A (FA = LU).
1 0 0
0 1 0 |,U=
-1/2 3/2
1 0
,L = 1/2 1
0 —-3/2 0 7/

0 2
(3 (a) [[03]F = 0 0
1 1 0
0 0 2
0 0 0
1 1 0
0 1 0 0 2 1 1
1 |,L=1| -1/2 10 |,u=|o0 3/2 —=5/2 .
0 1 0
0 0 2
1 0
0 0

1 1
-1 4
0 7/2
1 1
4
2

0J (&) [03]F = (

0 2/3 0 7/3

1 0 1 1
,L=1 1/2 1 0 |, U= 3/2 =5/2 |.
0 -2/3 1

0 7/3
1. Primera etapa de la triangularizacion gaussiana con pivote parcial

O (0 [03]F = (

O cor cor ocor

0
1
0
0
1
0
0
0
1
0
(J@nsF=1 0
1

(*) Explicacion:
a) Se busca el pivote de la primera columna y se intercambian las filas correspondientes:

010 0 -1 4 2 1 1
Fla=|(1 0 0 2 1 1|=l0 -1 4
00 1 1 2 -2 1 2 -2

b) Se hacen cero los elementos de la primera columna por debajo del pivote conmy; =0 ymsz; = —1/2:

2 1 1 2 1 1
0 -1 4 | ~1 0 -1 4 1.
1 2 =2 0 3/2 -5/2

2. Segunda etapa de la triangularizacion gaussiana con pivote parcial:

a) Se busca el pivote de la segunda columna y se intercambian las filas correspondientes:

100 2 1 1 2 1 1
FPA=|0 0 1 0 -1 4 | =0 3/2 —=5/2 |.
010 0 3/2 —5/2 0 -1 4
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b) Se hacen cero los elementos de la segunda columna por debajo del pivote con mzy = 2/3:

2 1 1 2 1 1
0 3/2 -5/2 ~ 0 3/2 -5/2
0 -1 4 0 0 7/3
Por lo tanto
2 1 1
u=10 3/2 -5/2 ],
0 0 7/3
1 0 0 1 0 0
L= —ms3q 1 0 = 1/2 1 0
—mp —MmM3) 1 0 —-2/3 1
y
010
F=FF'=(00 1],
1 0 0

verificandose FA = LU.

(7) (1 pto.) Sea U un espacio vectorial de dimensién n'y {uy,up, - - - , u,} un conjunto de 7 vectores de U. ;Cual de
las siguientes implicaciones es cierta?

() (@) [=]r > n = {ug,uy,- - ,u,} es un conjunto linealmente dependiente.
() () r >n= {uy,up, -+ ,u,} es un sistema generador de U.
(Jer<n= {u1,uy, -+ ,u;} es un conjunto linealmente independiente.
(J d r=n= {uy,uy,---,u,} es unabase de U.

(*) Explicacién: sir > n, {uj,up, -+ ,u,} es un sistema linealmente dependiente porque en un espacio vectorial de
dimension n no puede haber mas de n vectores linealmente independientes. Las otras tres implicaciones son falsas.

(8) (1.5 ptos.) Determine las coordenadas del vector (3, I,Z)Eu'} de IR3 en la base {e;}, sabiendo que la base {e;}
. t t t
esta formada por los vectores (2,0, 1){“1'}’ (1,1, 1){11]_} y (0,1, 1){“1'}'

(3 (a) [15] (1,1,0)f{ei}. O (© [-0.3](8,6,3)2%,}.

(J () [-0.3](7,3,6) .. (J @ [-03](—1,3,5)t ..

* . ., {ei} {e;}

(*) Explicacion:

Vv € R3,
X1 !

vV = x1€] +Xxpep +x3e3 = YUy +Youp +Yyzuz = ( e e e3 ){Ci} X2 = ( u; uy ug ){Ci} Y2 p
X3 Y3

siendo {c;} una tercera base de referencia. Si se hace {c;} = {e;}:

1 0 0
(e1 e e3 ){C’,}:(el e e3 ){e,}: 8 (1) (1) ,
con lo que
X1 A
(1) X |=(w w u ){ei} Y2

X3 Y3
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En el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {e;} en funcion de la base {u; }:

1
(e1 e e3 ){ui}: 1
1

_ O N
— = O

matriz de cambio de base que transforma coordenadas en la base {e;} a coordenadas en la base {u;}. En la pregunta
se pide realizar el cambio de base inverso tal como aparece en la ecuacion (1) (tranformar coordenadas en la base {u; }
a coordenadas en la base {e;}). La matriz de cambio de base correspondiente sera:

) 0 -1 1
( u]p uy ujs ) N = ( €1 € e3 )7‘ = 1 2 =2 ’
{e;} {ui} 1 -1 9
Aplicando el cambio (1) al vector (3, 1,2)f{ev} :
X1 0 -1 1 3 1
X2 = 1 2 2 1 =1
1 -1 2 2 0

3/ () B (e}
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Algebra
ETSI Minas y Energia

Apellidos: Nombre: DNI:

DNI: Instrucciones

= La duracion de esta prueba es de 100 minutos.

= Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

= En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con una sola respuesta a cada una
de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.

CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCNONCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)
CRORCRCNCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)

= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.

Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas

nHm ® ® © 0o 6 ® ® © ©
@ ® 6 0 0 n ® ® © O
6 ® 6 O o ® ® ® © ©
49 ® ® © 0 9 ®6® 0 0
G ® ® © © 1) @® ® O O
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(1) (1 pto.) Sean U, y Uy dos subespacios de un espacio vectorial V tales que U; N U, # {0} . Dadas una base de
Ui: {a1 - --ap} y unabase de Uy: {by - - - by}, indique cual de las siguientes proposiciones es cierta.

(J (@) {a;---ap} U{by-- by} esunabase de U + Uy.

O (®) dim(Uh + ) =p+q

() © [=]1{a1---a,} U{b; - by} es un sistema generador de Uy + U>.

) @ dim(Uy + Ua) = p+49 — pg.

(*) Explicacion: Vx € Uy + Uy, x = x1 + X2 conx1 € Uy yxp € Uy. Por lo tanto

X = X1 + X2 = &qay - - &pap + B1by - - - Bgby,

lo queimplica que{ay - - - ap} U {by - - - by} esun sistema generador de Uy + Uy, ya que cualquier vector de Uy + U, se
puede expresar como combinacion lineal de los vectores de {ay - - -ap} U {by - - - by }. Solo en el caso de que Uy N Uy =
{0} seria también una base puesto que la unién de las dos bases formaria un conjunto linealmente independiente.

(2) (1 pto.) Sea S un subespacio vectorial de un espacio vectorial, V, de dimensioén cuatro tal que

— t t t
§=((1,0,1,0)(,(1,1,0,1){,, (5,3,2,3)],, ) -

Halle unas ecuaciones implicitas de S,
O @ S={xeV/x1—x4=0,x —x3+ x4 =0} o).
(3 () S={xeV/x1—x2—x3 =0} ¢

O © EF1S={x€V/xs—x4=0,21—x2—x3 =0}
(3 @ S={xeV/xi+x2+x3 =0},

(*) Explicacioén: de los tres vectores que forman el sistema generador de S solamente hay dos linealmente independientes,
lo que implica que la dimension de S es dos y por lo tanto tendra4 — 2 = 2 ecuaciones implicitas linealmente indepen-
dientes. En consecuencia las soluciones (b) y (d) son incorrectas. Tomando {v, = (1,0,1, O)t{ei}, vo = (1,1,0, 1)f{ei}}
como base de S es facil comprobar que vq no verifica ninguna de las dos ecuaciones de la solucién (a). Por lo tanto la
solucion correcta es la (c) (v1 y vo verifican las dos ecuaciones en este caso).

También se pueden calcular las ecuaciones implicitas de S a partir de unas ecuaciones paramétricas utilizando la base

{vi,va}:

X1:OC+,3
s=J =P
X3 =«

X4 = :B
de donde eliminando o y B se obtienen las dos ecuaciones implicitas pedidas:
S = {XE V/xo—x4=0,x1 —xp —x3 :0}{31'}'

Observacion: la solucion no es tinica pero cualquier otra solucion correcta tiene dos ecuaciones implicitas que son
combinacion lineal de las dos de la solucion (c).

(3) (1pto.) Sea A la matriz asociada a la aplicacién lineal f : V — Wenlasbases {e;---e,} de Vy{u;---uy,} de
W.Si f es inyectiva pero no sobreyectiva, se puede afirmar lo siguiente respecto a los 1 vectores cuyas coordenadas
en la base {uy - - - u;; } de W son las columnas de A.

(] (a) Constituyen un sistema generador de Im f pero no forman una base de Im f.
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CJ ®) Constituyen una base de W.

() (c) [=] Constituyen una base de Im f.

) (d) No constituyen ni un sistema generador ni una base de Im f.

(*) Explicacion: los nn vectores cuyas coordenadas en la base {uy - - - u;, } de W son las columnas de A, son las imagenes
por f deuna basedeV: f(e1) - - - f(ey). Estos vectores consituyen un sistema generador de Imf puesto que cualquier
vectorw € W se puede expresar comow = f(v) = f(are1+---+ane,) = a1f(e1) +- - +anf(en) yporlotanto
{f(e1)---f(en)} es un sistema generador de Im f. Si f es inyectiva {f(e1)--- f(en)} es un conjunto linealmente
independiente por lo que, ademas, es una base de Im f. Por otro lado como f no es sobreyectiva existen vectores de W
que no se pueden expresar como combinacion lineal de f(eq) - - - f(en) ). en consecuencia, {f(e1)--- f(en)} no es
una base de W.

(4) (1 pto.) Sea la aplicacion lineal

f: Vv - W
x = (y,y2)" = (x1 +x2 4 x3,—2x7 + x3)"

referida a las bases {e1, ey, e3} de V y {uj, up} de W. Dado el vector z = e} + 2e} + 2e} € V, determine la
expresion de f(z) € W en la base {u’l, u'z}, sabiendo que

/
o e = e +e
{ lli/l = Zuul—_|—222 y e, = —ertes
2 ! 2 e, = e —2e3
(J (a) —16u} + 16u’s. (J () —9u] +11u).
(] () [5] —4u] + 2uj. 3 @) —2u) + (3/2)u).

(*) Explicacién: la matriz de la aplicacion lineal en las bases {e;} y {u;} es

111
AZ(—z 0 1)'

Por otro lado las matrices de cambio de base de {e} a {e;} y de {u}} a {u;} son, respectivamente,

1 0 1 1 5
Poe e )= |1 1 0 )yes(u wy=(1 )

Realizando el correspondiente cambio de base, la matriz asociada a f en las bases {e}} y {u]} es

., (0 172 —5)2
A'=Q AP—<1 ~1/4 3/4>

y, hallando f(z) en la nueva base,

1

(0 1/2 -5/)2 [ 4
f(z>_(1 ~1/4 3/4> i _< 2>{u<}'

(5) (1 pto.) Sea f una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales V' y W, cuya matriz asociada en ciertas bases
de V'y Wes A.Si f es una aplicacién inyectiva pero no sobreyectiva, indique cuél de las siguientes proposiciones
es cierta.

(] (a) SiV es solucién del sistema Ax = b entonces v + u es solucién de Ax =b +u para cualquier u.

(CJ (b) SivV es solucién del sistema Ax = b entonces existe u # 0 tal que v + u también es solucién de Ax = b.
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(] (¢) [=] Se puede encontrar algin término independiente, b € W, para el que el sistema Ax = b no tiene
solucion.

() (d) Elsistema Ax = b no puede ser compatible determinado.

(*) Explicacion: si f es inyectiva (ker f = {0}) pero no sobreyectiva (3b € W tal que no es posible encontrarx € V
que verifique f(x) = b) el sistema Ax = b serda compatible determinado o incompatible y por lo tanto se puede
encontrar algin término independiente, b € W, con el que el sistema Ax = b no tiene solucion.

6) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial IR3 y el producto escalar
p p p P yelp

Xy = X1y1 + Xoly2 + 2x3y3 + Xoy3 + X3Y2 {e;}

determine la proyeccion ortogonal del vector v = (1,1, Z)t{e ) sobre el subespacio vectorial

i

SZ{XER3/X2—X3IO}

{ei}
O @ (0 -3/5 2/5)",,. O © (4/3 5/3 1/3 ),
O (1/3 -1 2/3)},, O @E(1 8/5 8/5)

(*) Explicacion: expresion matricial del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas de los vectores
siempre se expresan en la base {e;}):

100 n
(x1 x» x)[ 0 11 v | =x'Gy
01 2 Y3

Basede S : B = {a; = (1,0,0)f,a, = (0,1,1)'}. Se calcula la proyeccién ortogonal de v sobre S de tres formas
distintas:

1. Utilizando la base B:
(v—vi)-a; =0= (a;-aj)a; + (ag-a)ay = ap - v
(v—v1)-ay=0= (az-aj)a; +(az-ax)ap = ay- v
en donde vi = Pr|sv = aja1 + apay es la proyeccion ortogonal pedida.

Teniendo en cuenta que

1 0
apra;=(1 0 0)G|[ 0 |=1 arapg=a-ay=(10 0)G| 1 |=0,
0 1
0 1
az-aZ:(O 1 1)G 1 =5 a v—(l 0 O)G 1 =1,
1 2
1
az-v:(O 1 1)G 1 =38,
2
el sistema queda
0(1—0062:1
00(1+5062:8

cuya solucion es vy = 1, xp = 8/5. La proyeccion pedida es, por lo tanto,

1
Pr|sv =aja; +apap = [ 8/5
8/5
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2. Hallando una base ortonormal de S:

z) =

z1 = (0,1,1)" +(0,0,0)" = (0,1,1)",

Zl‘leal~31:1, az‘leaz-alzo.
Dividiendo z1 y zp por su norma se obtiene una base ortonormal:
0

Zz-ZzZ(O 1 1)G 1 =5.
1

VAl 1 Z)y 1

Szl VA lz2]l /5

Observe que en este caso la base {ay,a,} es ortogonal por lo que hubiera bastado con dividir los dos vectores por
sus normas para obtener una base ortonormal.

u; (1,0,0)' = (1,0,0)f, up = (0,1,1)".

Finalmente se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada:

8
Prisgv=(v-uj)u+(v-up)upy=u+—=u,=(1 8/5 8/5 )t.
V5
10
3. Hallando la matriz de proyeccion: si se denota A = (aj,a2) = | 0 1 |, la matriz de proyeccion sobre S es
01
1 0 0
Ps = A(A'GA)"'AG=| 0 2/5 3/5
0 2/5 3/5
y
1
PI‘|5V=P5V: 8/5
8/5

(7) (1 pto.) En un espacio euclideo, E, de dimensién #, en el que se utiliza como base de referencia una base orto-
normal, la proyeccién ortogonal de un vector v € E sobre el subespacio S, del que se conoce la base {al, s, ap},
se puede obtener hallando la matriz de proyeccion Ps:

Pr|gv = Psv, conPs = A(A'A)71A
Indique cual es la expresion de la matriz A.
O @EA=(a,,a),,,
O ® A= (ay,--,ap)

pxn’

t
()@ A= (&11,' o ’ap)pxn (al" o ’ap)nxp'

t
J (d A= (alr' o ’af’)nxp (al" o ’ap)pxn‘

(*) Explicacion: S es un s.e.v de E de dimension p y matriz de Gram G = 1. Al conocer una base, {a;}, de S, la
proyeccion ortogonal de un vector v € E sobre S es igual a

P
(1) s1=Prlsv=) xa, =Ax, A= (a;,---ap).
i=1
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v—s €5t = Al(v—s51) =0
ylasx = (x1,---,xp) son solucion del sistema
() AtAx = Alv.
Si se despeja x en (2), se obtienen las coordenadas de la proyeccion ortogonal de v en la base {a; }:
Prlsva, = x = (A'A) 1 Alv.
Sustituyendo x en (1) se obtienen las coordenadas de Pr|wv en la base de referencia ortonormal de E ({e;}):
Prlsve, = X' = A(A'A) 1 Alv.

siendo la matriz

Ps = A(ATA) 1AL

la matriz de proyeccion sobre S. Por lo tanto A = (al, s, ap)nxp.

(8) (1 pto.) En la siguiente tabla se muestran las coordenadas de cuatro puntos del plano.

x[1]2]3]4
y | 34|78

Suponga que se quiere ajustar una recta, y(x) = bg + b1x, a los puntos anteriores por el método de minimos
cuadrados. Determine cudl es la matriz de coeficientes del sistema de minimos cuadrados que permite obtener los
dos coeficientes de la recta.

O @ [=]
4 10
(10 30)'

O ®

O ©
4 10
(10 22)'

O @

4 7 4 22
7 15 )° 22 138 /-
(*) Explicacion: el sistema de minimos cuadrados es

(X'X)b = X'y,

en donde
11
1 2
=113
1 4
Por lo tanto la matriz pedida es
11
v~ (1 1 11 1 2| 4 10
XX—<1234 13|~ (10 30 )
1 4

(9) (1 pto.) Dados una matriz cuadrada, A € M, (RR), un vector, v € R" y un escalar, & € R, se puede afirmar lo
siguiente:

(T (a) SiV es un vector propio de A asociado al valor propio A € R, entonces el vector v también es un vector
prop prop
propio de la matriz x A asociado al mismo valor propio A.
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(] (b) [=]SiV es un vector propio de A asociado al valor propio A € IR, entonces el vector v también es un vector
propio de la matriz a A asociado al valor propio aA.

() (c) Siv esun vector propio de A asociado al valor propio A € IR, entonces el vector v no es un vector propio
de la matriz a A.

(CJ (d) Si v es un vector propio de A asociado al valor propio A € IR, entonces el vector v también es un vector
prop prop
propio de la matriz « A asociado al valor propio A/ «.

(*) Explicacion: si v es un vector propio de A asociado al valor propio A entonces Av = Av, de donde se deduce que
(aA)v = a(Av) = a(Av) = (aA)v. Con lo que queda demostrado que v es un vector propio de x A y que su valor
propio asociado es x\.

(10) (1 pto.) Sabiendo que A = —2 es un valor propio de la matriz

-2
A=| -2 6
2

=N W
W N

y que D es una matriz diagonal semejante a A, elija, de entre las cuatro matrices siguientes, la matriz P que verifica

D =P lAPyP~! =Pt

2/3  1/v/5 4/V45 1/3  1/V/5 —4//45

I (@) [=]P = 1/3 —2/v/5 2/V45 |. J () P= 2/3 —2/y/5 2/+/45
-2/3 0 5//45 -2/3 0 5/45

2/3  1/v/5 —4//45 2/3 1/3/5  4//45

O @wr=| -1/3 —-1//5 2/V45 |. (D @P=| —1/3 2//5 —2/45
—-2/3 0 3/V45 -2/3 0 5/v/45

(*) Explicacion: las opciones b) y ¢) no cumplen P~1 = P! (es facil comprobar que sus columnas no constituyen una

base ortonormal de R3). Para distinguir entre las opciones a) y d) se calculan los valores propios y los subespacios propios
de A.
El polinomio caracteristico de la matriz A es

3-A =2 4
PAA)=|A—=AIl=| -2 6-A 2 | = A3 41242 — 217 — 98.
4 2 3-A

Sabiendo que A = —2 es un valor propio de A y, por lo tanio, una raiz de P4 (A):
Pa(A) = —(A+2)(A—7)2

Los valores propios de A son Ay = —2 y Ay = 7 con multiplicidades algebraicas respectivas uno y dos. La matriz
A es simétrica y con coeficientes reales por lo que se sabe que es diagonalizable por semejanza, lo que implica que las
multiplicidades geométricas también seran uno y dos.

5 -2 4 X1 0 _
o feew (3 (B)- () ey etz - 8,
4 25 X 0 2T
1 -1 1 X1 0
Vo = XG]RS/ -1 1 —1 X2 = 0 :{xE]RS/ —2x1 —Xp +2x3 = 0}.
1 -1 1 X2 0

Se comprueba que la primera columna de la matriz P de la opcion d) no es un vector propio de A al no verificar ni
las ecuaciones implicitas de V_y ni las de V7 (tampoco lo son las columnas dos y tres). Por lo tanto no se verifica
D = P~1AP. La matriz P de la opcion a) si verifica que su primera columna es un vector propio de A perteneciente
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a V_p y también que sus columnas dos y tres son vectores propios de A pertenecientes a V. En consecuencia esta es la
opcioén correcta puesto que se cumple D = P~LAP.

Se puede también resolver el ejercicio calculando directamente la matriz P, teniendo en cuenta que esta no es iinica y
se puede obtener una matriz que no coincida con ninguna de las propuestas aunque si se sabe que las columnas
de la matriz P seran las coordenadas de tres vectores propios de A que constituyan una base ortonormal de R3, lo que
permitira, comparando con las soluciones propuestas, elegir la correcta. Para hallarla se unen las bases ortonormales de
los dos subespacios propios de A:

2 2
1
BasedeV_5: ¢ vy = 1 — Base ortonormal : < ¢ = YL = 1
) ([l 3 )
1 0 1 1 1 4
Basede V7 : { vp = -2 |,vz=| 2 — Baseortonormal: { cop = — | -2 |,c3=—+=| 2
0 1 5\ o 35 \ 5

La base ortonormal de V7 se ha obtenido aplicando Gram-Schmidt:

Zy = Vp, Z3=V3—V3.Z2Z2= 2 -+ -2 = 2/5
2% 1 0 1
1
¢ = Z2 :L ) ;= Z3 :L
lz2ll V5 \ o)’ lzsll  3v/5

Por lo tanto la matriz pedida es
2/3  1/V5 4/V45
P=| 1/3 -2/V5 2/V45
~2/3 0 5/V45
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Algebra
ETSI Minas y Energia
Apellidos: Nombre: DNI:

DNI: ORNORROREOREORNORROREO) Instrucciones
ORRORRORRORRONRORRORRE) = La duracion de esta prueba es de 90 minutos.
@00 00|00 el l s cireu i
olRoRRORRO RO RECOROREG) = Re ene,a.)mp etamente los czrczll 0s corfespOﬁ ientes
olelolol ol ol o|la a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-

ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ORNORRORNORNORNORRORREO ajustando a la derecha y completando con ceros
®le® &l |G|l ®|® por la izquierda).
00000 0|0 = En la parte inferior de la pagina rellene completa-
OANORRORRORNORRORNORNG) mente los circulos con una sola respuesta a cada una
ORNORNORNORNORNORNORNO), de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.
= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.
= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.
= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.
= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.
Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas
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(1) (1 pto.) La placa de la figura representa una seccién transversal de un poste metalico. Si Ty, T, T3 y Ty son
las temperaturas en los cuatro nodos interiores de la malla y se supone que la temperatura en un nodo es igual al
promedio de las de los cuatro nodos mas cercanos (a la izquierda, arriba, a la derecha y abajo), plantee el sistema de
ecuaciones lineales que permite obtener las cuatro temperaturas desconocidas.

20° 20°
100 T2 40°
10° T3 T4 400
20° 20°

J (@ ‘—T1+T2—T4:60‘—T1+T3—T4:30‘—Tz—T3+T4:6O Tl—T3—T2=30‘
O o) [:]’—T1+4T2—T4:60‘—T1+4T3—T4:30‘—Tz—T3+4T4:6O’4T1—T2—T3:30'

O © ‘—4T1+T2—T4:6O’—T1+4T3—T4:30‘—TZ—T3—|—4T4:60

T1—T3—4T2:30‘

() @ ‘—T1—|—4T2—T4:60’—4T1+T3—T4:30‘—Tz—T3+4T4:6O T1—4T3—T2=30‘

(*) Explicacion:
1. Temperatura en el nodo 1:

1

T, ==~
173

(T, + T3 + 10 +20) — 4Ty — T, — T3 = 30.
2. Temperatura en el nodo 2:

T, = 411 (Ty +20+40+ Ty) — =Ty +4T, — Ty = 60.
3. Temperatura en el nodo 3:

T = 411 (T1 + Ty +20+10) — —T; + 4T3 — Ty = 30.

4. Temperatura en el nodo 4:

_1

T
173

(Ts + To + 40 +20) — —T, — T + 4T, = 60.

(2) (1.5 ptos.) Dado el sistema de ecuaciones

xt+y—z+at = 1
2x —3y+bz—4t = 3
x—4y+2z-5t = 2

discuta la existencia y unicidad de soluciones del sistema en funcién de los valores de ay b (a,b € R).

O (@) [15]

b # 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
b—14 2= 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad
- a # 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
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CJ () [03]

b # 1 : compatible determinado
p—1J) 2= 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
o a # 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad

O (0 [-03]
b =1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
b1 a = 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad
a # 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
) @) [-03]

b # 1: compatible indeterminado con 1 grado de libertad
p—1J) 2= 1: incompatible
o a # 1: compatible indeterminado con 2 grados de libertad

(*) Explicacion: para estudiar la existencia y unicidad de soluciones se obtiene la forma escalonada de la matriz am-
pliada y de la matriz de coeficientes del sistema:

1 1 -1 a 1 1 1 -1 a 1
Ap=1| 2 -3 b -4 3 |~ 0 -5 b+2 —4-2qa 1
1 -4 2 -5 2 0 0 1-b —-14a O
1 1 -1 a 1 1 -1 a
A=\ 2 =3 b -4 |~ 0 -5 b+2 —4—-2
1 -4 2 -5 0 0 1-b —-1+4a

de donde se deduce lo siguiente:

1. b#1,rg(A) =rg(Ap) = 3 < 4, sistema compatible indeterminado. La solucién dependera de un parametro

(4-3).
2b=1
a)a = 1, rg(A) = rg(Ay) = 2 < 4, sistema compatible indeterminado. La solucién dependera de dos
parametros (4-2).

b)a # 1, rg(A) = rg(A,) = 3 < 4, sistema compatible indeterminado. La solucién dependerd de un
parametro (4-3).

(3) (1 pto.) Sean A, B € My(R) tales que [A| =2y |B| =8.5i C = (3A") (2B™!), scual es el valor de |C|?
0] (@) [=]324.

O ) 162

J () 3/2.

() (@) 648.

(*) Explicacion:

24 16 16
IC| = [3A!||2B7 | = 34|Af|ﬁ = 81|A|® =81 x2x = =81 x4=2324.

(4) (1 pto.) Suponga que un sistema lineal homogéneo, S, de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas tiene una matriz
de coeficientes equivalente a una matriz escalonada con una columna que no contiene ninguna cabecera de fila. Se
puede afirmar lo siguiente:

() (a) S es compatible determinado.

() (b) La suposicién sobre S es imposible.
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() () Ses incompatible.

() (@) [=] S es compatible indeterminado.

(*) Explicacién: un sistema homogéneo es siempre compatible. Si en la matriz escalonada, E, equivalente a la matriz
de coeficientes, A, de S hay una columna que no tiene cabecera de fila entonces necesariamente E (de dimension 4 x 4)
tiene que tener, al menos, una fila nula y por lo tanto el rango de A sera menor o igual que 3, lo que implica que el rango
de A es menor que el niimero de incognitas y, en consecuencia, S es compatible indeterminado.

(5) (1.5 ptos.) Sea M una matriz cuadrada de dimension 4 tal que los elementos de su diagonal son todos nulos y el
resto son unos:

M = (mi,j)4><4 con m;j = { ?:iz ;;
Indique cual de las siguientes proposiciones es FALSA.
(3 (a) [-0.3]M? —2M — 31 = 0.
() (b) [1.5] M — 31 es inversible.
(J (¢) [-0.3]M es inversible.
(J (@) [-0.3]M + I no es inversible.

(*) Explicacion:

1
01 11 0111 3 2 2 2
M2 — 1 011 1011 ]|_|2322
1101 1101 2 23 2
1110 1110 2 2 23
Por otro lado
0 2 2 2 3000
2 0 2 2 0 3 00
M=12202 Y3 =003 0]
2 220 0 00 3
con lo que:
32 2 2
|23 22| .o
2M+31 = 2 2 3 2 = M-~
2 2 2 3
Por tanto se verifica M?> — 2M — 31 = 0.
2.
1 0 1 1
0 1 1 1
e I =rg(M) =14
00 0 -3

y por lo tanto M es inversible.

3. M + I es una matriz cuyos elementos son todos unos. En consecuencia su rango es uno y por lo tanto no es
inversible.

4. Finalmente

-3 1 1 1
1 -3 1 1
1 1 -3 1]’
1 1 1 -3
siendo facil comprobar que la cuarta fila de M — 31 es igual a la suma cambiada de signo de las tres primeras,
por lo tanto rg(M — 3I) < 3 < 4 con lo queda demostrado que no es inversible.

M -3 =
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(6) (1.5 ptos.) Dada la matriz

2 1 2
A=|( 0 1/2 =3/2 |,
8 5 9

determine la factorizacion LU con pivote parcial de A (FA = LU).

010 1 8 5 9
(J@I[03F={|1 0 0 |,L= 0 0 1/2 -3/2

0 01 —-1/4 1/2 l 0 0 -1

0 01 1 00 8 5 9
(J@NnsF=( 010 |, L= 0 1 0 |,u=| 0 1/2 -3/2 |.

100 1/4 -1/2 1 0 0 -1

0 01 1 0 0 8 5 9
(J(@©[03F=| 0 1 0 |,L=| 1/4 1 0 0 1/2 -=3/2 |.

1 00 0 -1/2 1 0 0 —-1/4

010 1 00 2 1 1
(J@I[03]F=(0 0 1 |,L={[ 1/2 1 0 |,u=| 0 3/2 -5/2

1 00 0 -2/3 1 0 0 7/3
(*) Explicacion:

1. Primera etapa de la triangularizacion gaussiana con pivote parcial

a) Se busca el pivote de la primera columna y se intercambian las filas correspondientes:

0 0 1 2 1 2 8 5 9
Fla=(01 0 0 1/2 -3/2 | =0 1/2 -3/2
100 8 5 9 2 1 2

b) Se hacen cero los elementos de la primera columna por debajo del pivote con my; = 0 ymz; = —1/4:

8 5 9 8 5 9
0 1/2 =-3/2 |~ O 1/2 =3/2 .
2 1 2 0 -1/4 -1/4

2. Segunda etapa de la triangularizacion gaussiana con pivote parcial:

a) Se busca el pivote de la segunda columna y se intercambian las filas correspondientes (en este caso no hay
cambio de filas porque el pivote ya se encuentra en la segunda fila, F? = I3):

1 00 8 5 9 8 5 9
FPA=[ 01 0 0 1/2 =3/2 | =1 0 1/2 =3/2 |.
0 01 0 —-1/4 -1/4 0 —-1/4 -1/4

b) Se hacen cero los elementos de la segunda columna por debajo del pivote con mzy = 1/2:

8 5 9 8 5 9
0 1/2 =3/2 |~ 0 1/2 =-3/2 |.
0 —-1/4 -1/4 0 0 -1

8 5 9
=0 1/2 =-3/2 |,
0 0 -1
1 00 1 00
L= —my 10 | = 0 10
—MmMp1 —M3p 1 1/4 -1/2 1

Por lo tanto
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y
00 1
F=FF=010],
1 00

verificandose FA = LU.

(7) (1pto.) Dado un conjunto de vectores S = {vy, - - -, v, },indique cual de las siguientes proposiciones es FALSA.

() (a) S eslinealmente independiente si y solamente si la igualdad a1vy + - - - + apvy = 0 solo se satisface para
ap=---=ua,=0.

() (b) S eslinealmente independiente si y solamente si no es posible expresar ningin vector de S como combina-
cién lineal del resto.

() (c¢) [=]S es linealmente dependiente si y solamente si todos los vectores de S se pueden expresar como combi-
nacién lineal del resto.

() (d) S eslinealmente dependiente si y solamente si dim ({S)) < p.

(*) Explicacion: S es linealmente dependiente si y solamente si algiin vector de S se puede expresar como combinacion
lineal del resto: no hace falta que todos los vectores de S se puedan expresar como combinacion lineal del resto para
que S sea un conjunto linealmente dependiente. Por ejemplo el conjunto S = {v; = (1,0,1)f,v, = (1,1,1)},v3 =
(2,2,2)t} es un conjunto linealmente dependiente en el que el vector vi no se puede poner como combinacion lineal de
v, y v3. Por lo tanto la proposicion “S es linealmente dependiente si y solamente si todos los vectores de S se pueden
expresar como combinacion lineal del resto” es falsa. Las otras tres proposiciones son ciertas.

8) (1.5 ptos.) Determine las coordenadas del vector (1,0,2)t | de R® en la base {u;,}, sabiendo que la base {u;
p {e;} q
esta formada por los vectores u; = 2e; +e3,up = e; + ey +e3yusz =er +es.

O @ [03](2,2,3)f, ;- O (© [031(4,3,2)},,-

O ®) [15](2, _3'3)t{u,-}' CJ @) [-0.3](—2, —3,5)f{u]_}.

(*) Explicacion:

Vv € R3,
X1 Al

v =1xie1+xe+x3e3 =yiui+ypur+ysuz = (e e e3 ){Ci} X |l=(w w u ){Ci} y2 |,
X3 Y3

siendo {c;} una tercera base de referencia. Si se hace {c;} = {u;}:

1 00
(u u ug ){Ci}:(m u  uj ){ui}: 010 ],
0 01
con lo que
n X1
(1) v2 | =(e e e3 ){“i} X
Y3 X3

En el enunciado se dan las coordenadas de los vectores de la base {u;} en funcion de la base {e;}:

2 1 0
(w w ua){ei}z (1) i i ,
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Para obtener las coordenadas de los vectores de la base {e;} en funcion de la base {u;} hay que invertir la matriz

anterior:
. 0 -1 1
( € € €3 ){ul_} = ( u; Uy u3 ){e[} = 1 2 =2 ,
-1 -1 2
Aplicando el cambio (1) al vector (1,0, Z)f{ev} :
Y1 0 -1 1 1 2
Y2 = 1 2 =2 0 =| -3
Vo )y N 7L 27 N2 ey 3
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Algebra
ETSI Minas y Energia

Apellidos: Nombre: DNI:

DNI: Instrucciones

= La duracion de esta prueba es de 100 minutos.

= Rellene completamente los circulos correspondientes
a los digitos del DNI o de la tarjeta de identidad pa-
ra extranjeros (sin letra, un digito por columna,
ajustando a la derecha y completando con ceros
por la izquierda).

= En la parte inferior de la pagina rellene completa-
mente los circulos con una sola respuesta a cada una
de las preguntas. Utilice un boligrafo negro o azul os-
curo.

CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCNONCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)
CRORCRCNCRCRCACNCNC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCONC)
CRORCRONCRCRCACNCNC)

= Si la respuesta es correcta obtendra la puntuacion in-
dicada en la pregunta. Si la respuesta es incorrecta se
le restara una quinta parte de dicha puntuacion. Si
deja en blanco la respuesta obtendra cero puntos.

= No utilice esta hoja como borrador, escriba solamente
donde se le pide.

= Los teléfonos moviles deben estar apagados y enci-
ma de la mesa.

= Cuando termine el examen debe arrancar y entre-
gar esta hoja.

Seleccione la respuesta correcta a cada una de las preguntas

nHm ® ® © 0o 6 ® ® © ©
@ ® 6 0 0 n ® ® © O
6 ® 6 O o ® ® ® © ©
49 ® ® © 0 9 ®6® 0 0
G ® ® © © 1) @® ® O O
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(1) (1 pto.) Sean U; y Uy dos subespacios de un espacio vectorial V tales que dim(U; N U,) = r # 0. Dadas una
base de Uy: {ay - - -ap} y una base de Up: {by - - - by }, indique cual de las siguientes proposiciones es cierta.

() (@) {a;---ap} U{by-- by} esunabase de U + Uy.
) @) Fldim(Uy +Uz) =p+q—7
0 () dim(Uy +h) =p+q
O @ dim(Uy + Uz) = p+q— pg.
(*) Explicacion: se sabe (formula de Grassmann) que
dim(U; + Up) = dim(U7) 4+ dim(Uy) — dim(U; N Uy).

Al ser dim(U;) = p, dim(Up) = q y dim(U; N Uyp) = r se deduce que dim(Uy + Up) = p + g — 1. El resto de
las proposiciones son falsas. En particular la proposicion “{ay - --ap} U {by - -- by} es una base de Uy + Uy " es falsa
porque Uy NUp # 0.

(2) (1 pto.) Dados los subespacios de R*,
U ={xeR/x;—x,=0,x,=0} y b = ((2,1,0,1)},(1,0,0,1)"),

en donde todas las coordenadas estan referidas a una cierta base de IR?, halle unas ecuaciones implicitas de Uj N Up.

O (@ hnUy = {x e R*/x; —2x3+2x4 = 0,x — x3 = 0,x, — x4 = 0}.
O B Nl ={xeR*/x; —x4 =0,x =0}.

O @ EIULNUL={xeR/x; —x4 =0,x =0,x3 =0}.

O @ UyNl, = {x e R*/x; —2x3 = 0,x, — x5 = 0,34 = 0}.

(*) Explicacion: los vectores que pertenecen a Uy N U, deben verificar a la vez las ecuaciones implicitas de Uy y las
ecuaciones implicitas de Uy. Se conocen las ecuaciones implicitas de Uy, faltan las de Uy. Para obtenerlas se parte de una
base de Uy: los dos vectores que forman el sistema generador (es facil comprobar que son linealmente independientes).
A partir de la base se obtienen unas ecuaciones paramétricas y a partir de estas las ecuaciones implicitas de Uy:

x1:2a+ﬁ

=4 2°~ RS — U = R =0,x3=0

2=9 x3=0 /B e = Wh=xeR /v —x—x=0x=0;.
X4:1X+,3

Por lo tanto
X1 — X4 = 0
X2 =0 4
wnp=4¢ 2 —>U10U2:{xe]R/xl—x4:0,x2=0,x3:0}.

1—x2—x4 = 0
X3 =0

Observacion: la solucion no es uinica pero cualquier otra solucion correcta tiene tres ecuaciones implicitas que son
combinacion lineal de las tres de la solucion (c).

(3) (1pto.)Sea f: V — W una aplicacion lineal tal que:

fler) =u —uy
f(e2) =2u; +uy
f(es) =uy
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endonde B = {ej, ey, e3} esunabase de V'y B* = {u;,u} es una base de W. Dado el vector v = (2,3,1), € V,

obtenga f(v).
O @) [=] (8,2)%.
O ®) (0,1)k.

O © (-1,53)5
O @ (2,3,1)

(*) Explicacién: la matriz asociada a f en las bases B y B* es

12 0
A_<—1 1 0)'

Por lo tanto:

(4) (1 pto.) Sea la aplicacion lineal
f: v - W

x = (1y2,y3) = (x1—2xp, %1, X1 4 x2)"

referida a las bases {e1, e2} de V y {uj, up, uz} de W. Dado el vector z = 2e] + e} € V, determine la expresion
de f(z) € W en la base {uy, up, uz}, sabiendo que

eg = e + ¢
e = 2] — 2€)
(J (@) 4u; + 4uy + 4us. (J (c) 2up + 3us.
CJ ) [Flui+(3/2)uz + (7/4)us. (J @ (1/2)uy + (2/3)uz + 3us.

(*) Explicacién: la matriz de la aplicacion lineal en las bases {e;} y {u;} es

1 -2
A= 1 0
1 1

Por otro lado la matriz de cambio de base de {e!} a {e;} es

~ 1 2\! /2 1/2
P=(e € ), =(e 92){:;}_(1 _2> _<1/4 —1/4)'

Realizando el correspondiente cambio de base, la matriz asociada a f en las bases {e}} y {u;} es

0 1
Al=AP=| 1/2 1/2
3/4 1/4

y, hallando f(z) en la nueva base,

1
): 3/2

0 1 2
fz)=| 172 12 (1
7/4

3/4 1/4 fa}

(5) (1 pto.) Se define una aplicacién lineal f : V' — W entre dos espacios vectoriales de dimension 3 de manera que
f(e1) =u; —uy, f(e2) =u,y f(e3) = u;, donde B = {ej, ey, e3} esunabase de V'y B* = {uj,up, u3} es una
base de W. Indique cual de los siguientes conjuntos de vectores constituye una base de ker( f).
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O @ {(1,-1,0)5,(0,1,0)5, (1,0,0)5 .

) ) {(1,1,—1)%,(0,1,0)%}.
O © {2125}
O @ [ {11 -15}.

(*) Explicacion: la matriz asociada a f en las bases B y B* es

1 01
A= -1 1 0 |.
0 0O
Unas ecuaciones implicitas de ker(f) son

10 1 X 0
er = X .q. - X = =45X .q. Xl+X3:0 .
wopeve (A1) (2)-(3))-bo i 20y

Por lo tanto, de las soluciones propuestas, la tinica que es una base de ker(f) es
{(1, 1, —1)f} .

6) (1 pto.) Dado el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial IR3 y el producto escalar
p Y p P yelp

Xy = 2x1Y1 + X2Y2 + X3Y3 + X1Y3 + X3Y1 {e:}

determine la proyeccion ortogonal del vector v = (2,1, —1)29_} sobre el subespacio vectorial

S:{XER3/x1—x2:O}

{ei}
t t
D@ (2 21 ){81}' )@ (1/3 1/3 4 ){ei}'
O ® (1/2 1/2 =2/3 ), O @ F1(3/2 3/2 =1/2 ),y
(*) Explicacion: expresion matricia; del producto escalar (a lo largo de toda la solucion las coordenadas d}e los vectores

siempre se expresan en la base {e;}):

2 0 1 i
(x1 X2 X3) 01 0 Y2 :xtGy
1 0 1 Y3

Basede S : B = {a; = (1,1,0)f,a, = (0,0,1)'}. Se calcula la proyeccién ortogonal de v sobre S de tres formas
distintas:

1. Utilizando la base B:
(v—vl)-al =0= (al-al)a1+(a1 '32)0(2 =a;-v
(v—vi)-aa=0= (az-aj)a; + (a2 - ax)ap = ay v

en donde vi = Pr|sv = aja1 + apay es la proyeccion ortogonal pedida.

Teniendo en cuenta que

1 0
a1~a1:(1 1 O)G(l)z?), a1~a2:a2~a1:(1 0 O)G(O)Zl,

0
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0 2
a-a=(00 1)G[ 0 |=1 a-v=(11 0)G 1 | =4,
1 -1
2
a-v=(0 0 1)G 1] =1,
-1
el sistema queda
309 + apy = 4
v+ a =1
cuya solucion es vy = 3/2, ap = —1/2. La proyeccién pedida es, por lo tanto,
3/2
Pr|sv = a1a; + apay = 3/2
-1/2
2. Hallando una base ortonormal de S:
Z1 — a1

z1-z1=aj-a; =3, ay-zg=ay-a;=1,

a -z 11\ 1 1 .\!
Zy — ap — Zj~zizl = (0,0,1)t— <3, 3,0) = (—3,—3,1) .

Dividiendo z1 y zy por su norma se obtiene una base ortonormal:

-1/3

2
z-2=(-1/3 -1/3 1)G| -1/3 =3
1
2l 1 ' z; V3 '
u = =—(1,1,0)f, u = =-—(-1/3,-1/3,1)".
Izl V3 lzaf V2
Finalmente se calcula la proyeccion ortogonal utilizando la base ortonormal recién calculada:
4 1 \/3 t
P =(v- . =—w—z-—=w=(3/2 3/2 -1/2 ).
rlsv=(v-u)u; + (v-up)up \/§u1 3 \/Euz (3/ / /2)
10
3. Hallando la matriz de proyeccion: si se denota A = (a1, ap) = | 1 0 |, la matriz de proyeccién sobre S es
01
/2 1/2 0
Ps = A(A'GA)'A'G=| 1/2 1/2 0
1/2 -1/2 1
y
3/2
Pr|sv = Psv = 3/2
-1/2

(7) (1 pto.) Acerca de la proyeccion ortogonal x; de un vector x de un espacio euclideo E sobre un subespacio V de
E, se puede afirmar lo siguiente:

(J@x—x€V.
() (b) xq es ortogonala V.
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(J (0 x; = X}_;(x-u;)u;, en donde {u;} es una base cualquiera de V' y dim(V) = p.

() @ [=] xq € V yladistancia de x a x1 es menor o igual que la distancia de x a cualquier otro vector de V.
(*) Explicacién: si xq es la proyeccion ortogonal de x sobre V' se verifica que
1. x1€V

2.VzeV
Ix—z|* =[x =x1 +x1 —z|* = [x = x1 [P+ [[xs — 2[]* > [[x —xq >

al ser x — x1 y X1 — z ortogonales. Cambiando el orden:
Ix=xi|? < llx— 2| = |x x| < [x—z] VzeV.

Por lo tanto la distancia de x a xq es menor o igual que la distancia de x a cualquier otro vector de V. El resto de
proposiciones son falsas.

(8) (1 pto.) Considere el espacio euclideo E, formado por el espacio vectorial R? y el producto escalar
Xy = 2x1y1 + 3x2y2 + 2x3y3 — 2x12 — 2%201 + X2Y3 + X3Y2 {e}-

Dado el subespacio F C E tal que F = ((1,1, —1)’;‘{&}, (2,0, 1)t{e,}>, indique cul de los siguientes conjuntos de

vectores constituye una base de F- (todas las coordenadas estan referidas a la base {e; }).

O @E{6410']. O @ {431}
O o) {(o,o,—1)f,(4, —3,z>f}. O @ {(1,_3, _z)f}.

(*) Explicacién:

2
1 1 1 -1 _
F- = xEEt.q.(2 0 1 é

oo I/
= xR
N N =
I
o O O
I

{X €Vig { 4x1 — 3xp + 2x3

Por lo tanto, de las soluciones propuestas, la tinica que es una base de F* es

{(3, 4'O)t{e,-}} .

(9) (1 pto.) Indique cual de las siguientes afirmaciones es cierta.
() (a) A € K es un valor propio del endomorfismo f : V — V si existe algin vector x € V tal que f(x) = Ax.

() (b) [=] Dado un endomorfismo f, el subespacio propio de f asociado al valor propio A € K coincide con el
nucleo de la aplicacién f — AL

(J (c) Dado un endomorfismo f, f — Al es un endomorfismo inyectivo si y solamente si A € K es un valor propio
de f.
(J (d) El endomorfismo f : R?> — R? tal que f((x1,x2)!) = (x2,x1)* tiene un énico valor propio A = 1.

(*) Explicacion: si A € K es un valor propio del endomorfismo f : V. — V entonces existe algiin vectorx € V (x # 0)
tal que f(x) = Ax. El subespacio propio de V asociado a A (V) € V) estara formado por todos los vectores que verifican
la igualdad anterior mas el vector nulo:

Vi={xeVitqgf(x)—Ax=0} ={xeVitqgf(x)—AI(x) =0} ={xe€ Viq (f—Al)(x) =0}

y, por lo tanto, V) = ker(f — AI). El resto de proposiciones son falsas.
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T 20
(10) (1 pto.) Sea el endomorfismo f : V — V, cuya matriz asociada en una cierta base {e;} es [ 2 1 0 ) .
0 01

Respecto a f se puede afirmar lo siguiente (todas las coordenadas estan referidas a la base {e; }) :
(3 (a) f tiene valores propios Ay = 0, Ay = 1y A3 = 2, con subespacios propios asociados V), = ((—1,1,0)"),
Vi, = ((0,0,1)") y Vi, = ((1,1,0)").
() (b) f tiene valores propios A = 1(doble)y Ay = 0, con subespacios propios asociados V), = ((0,0,1)", (—1,1,0)")
y Vi, = ((0,1,0)").
¢) [= tiene valores propios Ay = 3, A» = 1y A3 = —1, con subespacios propios asociados V). =
- (<)(1[/ 1/{))9, Vi, = ((OlpO, 1p)t> y‘lfAs = <(—21/ 1/0)t§- 3 e "
() (d) f tiene valores propios A; = 3, A = 1y A3 = —1, con subespacios propios asociados Vi, =((0,1, 1)h),
Vi, = ((0,1,0)") y Vi, = ((-=1,1,0)").

(*) Explicacioén: ecuacion caracteristica:

1-A 2 0
2 1-A 0|=0-A)[1-A)2-4=01-A)A-21-3)=(1-A)(A-3)(A+1)=0,
0 0 1-4A
de donde se deduce que los valores propios de f son A1 = 3, Ay =1 yA3 = —1. Las ecuaciones implicitas del subespacio
propio V3, son
-2 2 0 X1 0
2 =2 0 X2 = 0 ’
0 0 -2 X3 0

y, por lo tanto {(1,1,0)!} es una base de V3. Las ecuaciones implicitas del subespacio propio Vi, son

0 20 X1 0
2 O 0 x2 = 0 7
000 X3 0

y, por lo tanto {(0,0,1)!} es una base de V. Por ltimo las ecuaciones implicitas del subespacio propio V_1, son

22 0 X 0
2 20 XZZOI
00 2 X3 0

y, por lo tanto {(—1,1,0)'} es una base de V_1.



