Obtencién de la matriz L en la factorizacion FA = LU

En este "Live Script" de Matlab se justifica la forma en que se obtiene la matriz L en la factorizacion FA = LU
de una matriz A en un caso general para n = 6, suponiendo que solamente hay dos cambios de filas: en el
pivoteo de la columna 2 (2 < 4) y la columna 4 (4 < 6).

Ultano Kindelan Bustelo 9/2022

Matrices elementales

Antes de empezar la explicacién conviene recordar qué son las matrices elementales. Hay tres tipos de
matrices elementales, cada una asociada a una de las tres operaciones elementales que se pueden realizar
sobre las filas de una matriz:

Matriz de cambio de filas: I;,; € M,(R)

Es el resultado de intercambiar las filas 7, j en la matriz unidad.

Ejemplo en Ms(R)

n=6;

I6=eye (n)

I6 =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

I35=16;

I35([3,5],:)=135([5,31,:)

I35 =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

Si se premultiplica una matriz A€ Men(R) por I35 se obtiene la misma matriz A con las filas 3y 5
intercambiadas:

A = sym('a', [n,n])

A=



ail aip ai3 di4 ais dig
a1 a2 a3 a4 a5 A6
as1 dasp a3 dAz4 4ss dsg
aisl asp aa3 a4 4ss  a4ae

as1 dsp das3 asg dss dsg

ae1 de2 de63 de4 des5 466

A35=I35*A

A35 =

a1 aip ai3 a4 dis dig
a1l axp a3 a4 a5 dAxe
as] dasp as3 as4 dss dsg
a4 a4 a4z 44 a45 dA46

asz1 dsz2 as3 a4 dszs dase

ae1 de2 de63 d6c4 do6S5 d66

En general si se premultiplica una matriz Ae M,»(R) por li-; se obtiene la misma matriz A con las filas i y j
intercambiadas.

Observacion: si se intercambian las columnas i y j de la matriz unidad se obtiene la misma matriz I ;:

Ic35=1I6;
Ic35(:, [3,5])=Ic35(:,[5,31)

Ic35

O O O o o
O O O O O
O R OO O O
O OB O OO
O O O OO
P O OO o o

y si se postmultiplica una matriz A€ Mu.(R) por Ii-; se obtiene la misma matriz A con las columnas iy j
intercambiadas:

Ac35=A*I35

Ac35 =

ay,r di2 dis di4 di3z die
a1 dx2 a5 A4 A3 d26
asl dsz2 dzs d3z4 dz3z d3e
as1 Q4p 445 dA44 As3 d4e

as;1 ds2 dss ds4 ds53 dso

ae1 de2 des5 de4 d63 d66



Matriz que multiplica una fila por un escalar: I,; € M, (*R)
Es el resultado de multiplicar la fila i por a en la matriz unidad.
Ejemplo en Ms(R)

I12_4=16;
I2_4(4,:)=2*I2_4(4,:)

I2_4

O O O o o
O O O o o
O OO OO
O ON O O o
OB OO OO
P O OO oo

Si se premultiplica una matriz A€ Men(R) por 4 se obtiene la misma matriz A con las fila 4 multiplicada por 2:

A2_4 = I2_4*A

A2_4=
al a2 a1z a4 ais  dig
a1 a2 a3 G4 Qx5 426
as1 a2 a3 a4 ass  4sg
2as1 2asy 2as3 2ass 2ass 2Zase

as,1 as as3 asa ass as,6

ae,1 ae2 ae3 asa aes ae.6

En general si se premultiplica una matriz A€ M,»(R) por I se obtiene la misma matriz A con las fila i

multiplicada por a.

Observacion: si se multiplica la columna i de la matriz unidad por a se obtiene la misma matriz I,:

Ic2_4=I6;
Ic2_4(:,4)=2*Tc2_4(:,4)

Ic2_4 =

O O O O o
[eNeoNeNeol e
O O OB OO
O O N O O o
[N NoNoNe)
R O O O O o

y si se postmultiplica una matriz A€ Mu.(*R) por I, se obtiene la misma matriz A con la columna i

multiplicada por a:

Ac2_ _4=A*xTc2_ 4

Ac2_4 =



a1l diz

a1 a2

as1 asp

as, dasp

ae1 de2

as
a3
ass
as3
ass

ae3

2ais
2asa
2azy
2asq
2asa

2ae4

ais
azs
ass
ass
ass

ae.s

aie
aze
ase
ass

as.e

ae.6

Matriz que reemplaza una fila por ella misma mas otra multiplicada por un escalar:

Iitoi € M,(R)

Es la matriz obtenida al reemplazar la fila j de la matriz unidad por ella misma mas la fila i multiplicada por «.

Ejemplo en Ms(R)

I4_32=I6;
I4_32(4,:)=TI4_32(4,:)+3*I4_32(2,:)

I4_32 =

O OO O o

O O W ok o

O O OB OO

O OB OO O

O R OO OO

P O OO o o

Si se premultiplica una matriz A€ Men(R) por ls+3x2 Se obtiene la misma matriz A con la fila 4 reemplazada

por ella misma més la 2 multiplicada por 3:

A4 _32=T4_32*A

A4_32=
ai,i
a1

as,

as1

ae,1

3azi+as

aiz
a2

asp

asp

a2

a3
azs

ass

B3ara+asy 3ax3+ass

as3

ae3

ara ais ate
a4 azs aze
asa ass as.6

Jaca+asa 3ars+ass 3aze+ass

asa ass as.6

ae.4 as.s as.6

En general si se premultiplica una matriz A€ M,»(R) por I+ Se obtiene la misma matriz A con la fila j

sustituida por ella misma més la i multiplicada por «.

Observacion: si en la matriz unidad se reemplaza la columna j de la matriz unidad por ella misma mas la

columna i multiplicada por a que denominaremos I?m que verifica I§+ai=li+aj = j+ai):

I4c_32=I6;
I4c_32(:,4)=T4c _32(:,4)+3*I4c_32(:,2)

I4c_ 32 =



O O O O o
O O O o o
O OO OO
O OBFr O WwWOo
O R OO OO
P O OO oo

y se postmultiplica una matriz A€ M..(*R) por I?m se obtiene la misma matriz A con la columna j

reemplazada por ella misma mas la i multiplicada por «:

Ac4_32=A*T4c_32

Acd_32=

ail aip a3 3aip+ais ais die
a1 az2 a3 3ma+ara ars aze
a1 azp az3 3asp+aza azs dse
as1 asp as3 3asnr+asa ass ase

as1 asp as3z 3asa+asa ass dse

a6l d6p 63 3 aecr+ ds4 dss dee

En resumen

 Las operaciones elementales sobre las filas de A son equivalentes a premultiplicar A por matrices
elementales obtenidas haciendo las mismas operaciones sobre las filas de ..

« Las operaciones elementales sobre las columnas de A son equivalentes a postmultiplicar A por matrices
elementales obtenidas haciendo las mismas operaciones sobre las columnas de ..

Factorizacion FA = LU

Notacion

A = Matriz cuadrada que se quiere factorizar y que en este ejemplo supondremos de dimension 6.
U = Matriz triangular superior obtenida al realizar la triangularizacién gaussiana con pivote parcial en A.

F = Matriz que almacena los cambios de filas (al buscar el pivote de mayor valor absoluto) realizados en el
proceso de triangularizacion gaussiana de A.

L = Matriz triangular inferior de la que se quiere hallar su expresion en funcién de los multiplicadores mix

utilizados en la triangularizacion.
P* = Matriz de pivoteo en la etapa «.
F* = Matriz de cambio de filas en la etapa k.

Triangularizacidn gausssiana con pivote parcial
Se van a expresar las operaciones elementales realizadas sobre la matriz A mediante premultiplicaciones por
matrices elementales. La matriz L se obtendra a partir del producto de estas matrices elementales. La matriz



A es una matriz genérica de dimension 6 y se supondra que para diagonalizarla con pivote parcial hay que
intercambiar las filas 2y 4 en la etapa k=2 y las filas 4y 6 en la etapa k = 4.

k=1

En esta etapa no hay cambio de filas por lo tanto F' = Is.
F1=16;

La matriz de pivoteo P' sera de la forma

[P1] = gen_mat_P_1(6,1,1,1,1,1)
Pl=
1 000O0O0
my 1 0 0 0 0
myi 01 0 0 0
msgg 001 0O
ms; 00 O 1 0
meg 0 0 0 O 1
en donde mi1 = —ailai

Por lo tanto la expresion matricial de la matriz A transformada después de la primera etapa sera:
P'F'A.
k=2

En esta etapa se intercambian las filas 2y 4 F* = ho..

F2=16;

F2([2,4],:)=F2([4,2],:)

F2 =
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

La matriz de pivoteo P> sera de la forma

[P2] = gen_mat_ P 1(6,2,1,1,1,1)

P2 =



1 0 0000
01 0000
0 ma 1 000
0 msz 01 00
0 ms2 0010
0 meo 0 0 0 1

en donde mi = —aplaz.

La expresion matricial después de la segunda etapa sera:
P’F?P'F'A.

k=3

En esta etapa no hay cambio de filas: F* = Is

F3=1I6;

La matriz de pivoteo P* sera de la forma

[P3] = gen_mat_P_1(6,3,1,1,1,1)
P3 =

10 0 00O

01 0 00O

00 1 00O

0 0 maz 1 0 O

0 0 mszs 010

0 0 mes 0 0 1

en donde miz = —aiz/as3.

La expresion matricial después de la tercera etapa sera:
P’F’P’F*P'F'A.

k=4

En esta etapa se intercambian las filas 4y 6 F* = Lics.

F4=16;

F4([4,6],:)=F4([6,4],:)

F4 =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0



La matriz de pivoteo P* sera de la forma

[P4] = gen_mat_P_1(6,4,1,1,1,1)
P4 =

100 0 00O

010 0 00O

001 0 00O

000 1 00O

000 ma 1O

0 00 mea O 1

en donde mis = —aislasa.
La expresion matricial después de la cuarta etapa sera:
P*F*P’FPP*F*P'F'A,
k=5
En esta etapa no hay cambio de filas: F’ = Is
F5=16;
La matriz de pivoteo P’ sera de la forma

[P5] = gen_mat_P_1(6,5,1,1,1,1)

P

[=leleNelel s

S O = O O O
- o O O O

- o O O O O

o O o O = O
o O o = O O

me,s
en donde mis = —ais/ass.

La quinta etapa es la Ultima y, por tanto, al acabarla se obtiene la matriz escalonada (triangular superior) U:
PFP'F'PFPFP'F'A=U,

Para obtener L, en el término de la izquierda, se van a mover todas las F*hacia la derecha utilizando la
siguiente propiedad

Propiedad 1: Suponiendo que F* = li~ j, siempre se verifica

F'Pl= Pl F* parak > |,

l(—)J



en donde Pf(_,]- esigual a P' con los elementos i, j de la columna [ intercambiados.
No se demuestra la propiedad pero se comprobara que es cierta, para los casos en los que la aplicamos:

Se desplaza F? hacia la derecha:

[~,P1_24] = gen_mat_P 1(6,1,2,4,1,1)
P1_24 =
1 000O0O
mg; 1.0 0 0 O
myi 01 0 00
myi 00 1 00
msg 00 0 1 0
meg 0 0 0 0 1
F2P1=F2*P1
F2P1l =
1 000O0O
ms1 0 0O 1 0 O
msy; 01 0 00
myg 1 00 00
msg 00 0 1 0
mei 0 0 0 0 1

Pl 24F2=P1 24*F2

P1_24F2 =
1 000O0O
msyy 001 00
my1 01 0 0 O
my 10 0 00
ms; 00 0 10
meg 0 0 0 0 1

Se desplaza F’hacia la derecha:

Se desplaza F*hacia la derecha:



. F4P3 =Pi(_,6F4
) F4P2 =P42‘_<_,6F4

Py =Py

46
[~,P3_46] = gen_mat_P 1(6,3,4,6,1,1)
P3_46=
1 0 0 00O
01 0 0O0O0
00 1 00O
0 0 ms 1 0O
0 0 mszs 010
0 0 muz 0 0 1
[~,P2_46] = gen_mat_P 1(6,2,4,6,1,1)
P2_46=
1 0 O0O0O0O
O 1 0O0O0O0
0 mo 1 0 00
0 meo 01 00O
0 mso 0010
0 msp 0 0 0 1
[~,~,P1_24 46] = gen_mat_ P 1(6,1,2,4,4,6)
Pl 24 46 =
1 000O0O0
mag 1 0 0 0 0
my; 01 0 00
meg 0 01 0O
ms; 00 0O 1 0
my 00 0 0 1
F4P3=F4*P3
F4P3 =

10



10 0 000
01 0 000
00 1 000
00 mes 0 0 1
00 mss 010
00 my3s 1 00

P3_46F4=P3_46*F4

P3_46F4 =

10 0 000
01 0 000
00 I 000
00 ms 0 0 1
00 m3s 010
00 mus 1 00
F4P2=F4*P2
F4P2 =

1 0 0000
0 1 0000
0 ma 1 000
0 me2 0 0 0 1
0 ms2 0010
0 msn 01 00

P2_46F4=P2_46*F4

P2_46F4 =

1 0 0000
0 1 0000
0 m2 1 000
0 me2 0 0 0 1
0 ms2 0010
0 ms2 01 00

F4P1 24=F4*P1_ 24

F4Pl 24 =



1 000O0O
msy 1.0 0 00
my; 01 0 00
meg 0 0 0 0 1
ms; 00 0 10
myp 001 00

Pl _24_ 46F4=P1_24_46*F4

Pl_24_46F4 =
1 000O0O
msy 10 0 0 0
my1 01 0 0 0
meg 0 0 0 0 1
ms; 0 0 0 10
myp 00 1 00

Se desplaza F’hacia la derecha:

. F5P4=P4F5
. F5P3=P1F3
. F5P2=P2F5
. FSPI =P1F5

Entonces podemos expresar el proceso de triangularizacion como

PP*P,_oPi P JFFFFF'A=U.
46

LLamando F = F°F*F’F*F'se tiene

P°P*P,_¢Pi 6P) JFA=U

46

con lo que

-1
FA = (P5P4P296P421<—>6P54—>4> U
46

y, por lo tanto,

12



-1 -1 _ _ — —
L= (P5P4P2H6P366P5H4> = <P§H4> (Proe) ' (Pioe) ' (PHY (P,

46 46

P1 24 _46_inv=inv (P1_24_46)

P1_24_46_inv=

1 00000
—ms1 10 0 0 0
—mz1 01 0 0 0
—ms1 00 1 0 0
—ms1 00 0 10
—m21 00 0 0 1

P2_46_inv=inv (P2_46)

P2_46_inv=

1 0 000O00O0
0 1 0000O0
0 —ms2 1 000
0 -mg2 01 0O
0 —msp, 0010
0 —muzr 0 0 0 1

P3_46_inv=inv (P3_46)

P3_46_inv=

10 0 000
01 0 000
00 1 000
00 —mes 1 00
00 —ms3 0 10
00 —m3 00 1

P4 inv=inv (P4)

P4_inv=

100 O 00
010 0 00
001 0 00
000 1 00O
000 —mss 10
000 —mes 0 1

P5_inv=inv (P5)

13



P5_inv

0
0
0
0

1

1 000
0100
0010

—me.s

0

0 001

0000
0000

1

Pl 24 46 _inv*P2_46_inv*P3_46_inv*P4_inv*P5_inv

=

L=

1

—my,)

—ms32

—m3,1

—me3 1
—ms4

—me,2

—nie,1

—ms2 —ms3

—ms,1

—map —ms3 —mes —mes 1

—ma,|

FES5*F4*E3*F2*F1

F=
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