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4.1. Planificacion de la unidad

4.1.1. Objetivos

1. Clasificar las magnitudes mas importantes en escalares y vectoriales.
Expresar un vector en sus componentes y operar con los vectores.

Conocer las propiedades del producto escalar.

> LN

Conocer las propiedades del producto vectorial.

5. Utilizar los productos escalar y vectorial para calcular distancias, areas, etc de interés
en geometria.

4.1.2. Actividades

1. Lectura del resumen del tema
2. Realizacion del cuestionario.
3. Realizacion de los ejercicios
4. Actividades complementarias

a) Buscar informacion sobre vectores en internet.

b) Redactar una pequena resefia (méximo 1 pagina).

4.1.3. Bibliografia

1. Libros de primero y segundo de Bachillerato.
2. Libros de primero y segundo de Bachillerato de Matematicas.

3. P.A. Tipler y G. Mosca, Fisica para Ciencias e Ingenieria”, 5% Edicién, Editorial
Reverté, 2005.

4.1.4. Enlaces relacionados

1. Proyecto Descartes (Mateméticas ESO y Bachillerato)::
» Descartes: http://descartes.cnice.mec.es/

2. Pagina web con actividades de vectores: http://www.xtec.cat/~jbartrol/vectores/
index.html


http://descartes.cnice.mec.es/
http://www.xtec.cat/~jbartrol/vectores/index.html
http://www.xtec.cat/~jbartrol/vectores/index.html
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4.2. Magnitudes escalares y vectoriales

Una magnitud escalar estéd determinada completamente por un tinico ntimero con las
unidades apropiadas y no tiene direccién, ni sentido. Una magnitud vectorial estéd determi-
nada completamente por un niimero con las unidades apropiadas (médulo), una direccién
y un sentido

Un ejemplo lo tenemos en la figura 4.1 Una particula viaja de AaBalo largo del
camino representado por la linea roja discontinua esta es la distancia que ha recorrido y
es un escalar El desplazamiento es la linea negra continua de A a B El desplazamiento
es independiente del camino que tomemos entre ambos puntos El desplazamiento es un
vector.

Figura 4.1: Ejemplo de vector

4.3. Sistemas de referencia

Se utilizan para describir la posicién de un punto en el espacio. Un sistema de coor-
denadas consiste en:

= un punto de referencia que llamaremos origen

= ejes especificos con escalas y etiquetas

= instrucciones de como designar un punto relativo al origen y a los ejes

Existen varios sistemas de coordenadas de interés en los problemas de la Fisica. El
sistema mas utilizado es el sistema de coordenadas cartesianas, bien en el plano o en el

espacio. También resultan de interés las coordenadas polares en el plano, las coordenadas
cilindricas y esféricas en el espacio.
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Figura 4.2: Sistemas de coordenadas cartesianas

4.3.1. Sistema de coordenadas cartesianas en el plano

También llamado sistema de coordenadas rectangular. Consta de dos ejes x e y que se
cortan en el origen, formando un dngulo recto. Los puntos se designan (z,y)

4.3.2. Sistema de coordenadas polares en el plano

Es necesario definir un origen y una linea de referencia El punto se define como la
distancia r desde el origen en direccién del angulo 6, en direccion antihoraria desde la
linea de referencia. Los puntos del plano se denotan como (r, 6)

Para hacer el cambio de coordenadas entre coordenadas cartesianas y polares en el
plano, construimos un tridangulo rectangulo a partir de r y 6

T =1rcosf
y =rsend

Para hacer el cambio inverso, tomamos r como la hipotenusa y # como el angulo con
el eje.

tan@zg

X
= VAT

0 se toma en sentido antihorario desde el eje X positivo
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(x.y)

Figura 4.3: Sistemas de coordenadas polares

Figura 4.4: Cambio de coordenadas cartesianas a polares



4.3.3. Sistema de coordenadas cartesianas en el espacio

Se anade un eje Z perpendicular a los ejes X e Y de las coordenadas cartesianas en
el plano. Los puntos se denotan con las coordenadas (x,y, z).

4.3.4. Coordenadas esféricas
Las coordenadas esféricas son:
» Radio 7: distancia hasta P desde el origen.

= Angulo 6: dngulo entre el vector de posicién de Py el eje Z. (como la latitud).

] Angulo azimutal ¢: angulo entre la proyeccion del vector de posicién de P y el eje
X. (como la longitud)

Los puntos se denotan como (r, 6, ¢).

<Y

<

Figura 4.5: Sistema de coordenadas esféricas

4.3.5. Coordenadas cilindricas

La coordenadas cilindricas son:
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= Radio p: distancia hasta P desde el eje Z.

] Angulo azimutal ¢: angulo entre la proyeccion del vector de posicién de P y el eje
X. (como la longitud)

» Coordenada z: componente del vector de posicién de P a lo largo del eje Z (igual
que la coordenada z del sistema de coordenadas cartesianas en el espacio).

<Y

Figura 4.6: Sistemas de coordenadas cilindricas

4.4. Operaciones con vectores

4.4.1. Igualdad de dos vectores

Diremos que dos vectores son iguales, si tienen el mismo modulo, la misma direccién
y el mismo sentido. Los vectores que se muestran en la figura 4.7 son iguales.

4.4.2. Suma grafica de vectores
La suma de dos vectores es otro vector. Los vectores que se suman deben tener las
mismas magnitudes y unidades.

Para sumar vectores graficamente hay que situar los vectores uno a continuacion del
otro y unir el origen del primer vector con el final del ultimo.
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0 / X
Ve X

Figura 4.7: Vectores iguales

En la figura 4.8 podemos ver la suma de dos vectores.

Figura 4.8: Suma de dos vectores

Cuando son varios los vectores que se quieren sumar se sigue con este proceso hasta
que se obtenga el vector suma. En la figura 4.9 se puede ver la construccion geométrica
necesaria para hallar la suma de varios vectores de forma grafica.

4.4.3. Propiedades de la suma de vectores

1. Propiedad conmutativa:

La suma es independiente del orden de los vectores.



4.4. OPERACIONES CON VECTORES 9

A

Figura 4.9: Suma de varios vectores

2. Propiedad asociativa: Cuando sumamos tres o mas vectores, la suma es independi-
ente de la forma en que los vectores se agrupan.

4.4.4. Diferencia de vectores

La diferencia de vectores es un caso especial de suma de vectores Para calcular A — B,
se hace A + (—B), por lo que daremos la vuelta al vector B y continuaremos con el
procedimiento normal de la suma de vectores.

En la figura 4.10 podemos ver la construccion geométrica para poder hallar la diferencia
entre dos vectores.

4.4.5. Multiplicar o dividir un vector por un escalar

El resultado de la multiplicacién o de la division es un vector. El modulo del vector se
multiplica o divide por el escalar.

Si el escalar es positivo, la direccién y sentido del resultado son los mismos que los del
vector original. Si el escalar es negativo, la direccién del resultado es la misma que la del
vector original, pero su sentido es opuesto.

Las unidades del vector resultado son el producto de las unidades del escalar y el
vector. En caso de que el escalar no tenga unidades seran las unidades del vector original.
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C=A-B

Figura 4.10: Diferencia de dos vectores

4.4.6. Componentes de un vector

Un vector se puede expresar matematicamente mediante sus componentes. Las com-
ponentes de un vector son las proyecciones del mismo en los ejes de coordenadas. En la
figura 4.11 podemos ver las proyecciones de un vector en un sistema de ejes cartesianos
en el plano.

4.4.7. Cosenos directores

En la figura 4.11 se puede ver que el vector forma unos angulos con el sentido positivo
de los ejes coordenados, «, 3y 7, que se denominan angulos directores.

Los cosenos de esos angulos son los cosenos directores del vector. La relacién que
tienen éstos con las componentes del vector se puede expresar escribiendo las siguientes
ecuaciones:

a; = @ Cosq

a cosf3

e
<
I

a, = a cosvy (4.1)
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Figura 4.11: Componentes de un vector

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones anteriores obtenemos:

a® = a* (cos® a + cos? 3 + cos® y) = cos® a + cos® B+ cos® vy = 1 (4.2)

4.4.8. Vectores unitarios

Un vector unitario es un vector sin unidades cuyo modulo es exactamente la unidad.
Se utilizan para especificar direccién y sentido. Por ejemplo, dado un vector @, podemos
hallar un vector unitario en la direccién y sentido de @, sin més que escribir:

[

U=

al

En un sistema de coordenadas rectangular o cartesiano, podemos definir un conjunto
de vectores unitarios perpendiculares dos a dos. Los llamaremos

i,7,k

donde 7 es el vector unitario en el eje de las X, fes el vector unitario en el eje de las
Y v k es el vector unitario en el eje de las Z.

Como vimos anteriormente, para hallar las componentes de un vector, se proyecta éste
en las tres direcciones X, Y y Z, hallando A,, A, y A, y escribiendo el vector:

A=A+ AJ+ Ak
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De modo que tenemos un vector expresado como una suma de vectores unitarios.

Utilizando las componentes de un vector podemos utilizarlas para operar con los vec-
tores. Es facil ver que la suma de vectores se puede obtener sumando las componentes de
los vectores que queremos sumar. La componente X del vector suma sera la suma de las
componentes X de los vectores y lo mismo con las componentes Y y Z.

Por ejemplo, tomando R=A+B

podemos calcular la suma como,

R,=A,+B;;R,=A,+B,yR. = A, + B,

4.5. Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores se escribe A B Se define como: A- B = AB cos 6
donde 6 es el angulo entre A y B
por lo tanto, se trata de un escalar.

Con esta definicion, es facil ver que si dos vectores son perpendiculares, su producto
escalar es nulo, pues el coseno de un angulo recto es nulo.

Bcoso

Figura 4.12: Interpretacion geométrica del producto escalar de dos vectores

La interpretacion del producto escalar se recoge en la figura 4.12. En esta figura se
puede ver que el producto escalar corresponde al producto del moédulo de uno de los
vectores por la proyeccién del otro en la direccion del primer vector.
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4.5.1. Propiedades del producto escalar

]}
N}

1. Propiedad conmutativa A-B=
A-

2. Propiedad distributiva A- (B+C)=A-B+ A-C

4.5.2. Expresion del producto escalar utilizando sus componentes

Utilizando la expresiéon en componentes de los vectores en coordenadas cartesianas es
sencillo calcular el producto escalar.

Utilizando la expresién de A y B en vectores unitarios:

A=A+ A,j+ AkB = B,i+ B,j+ B.k

Como los vectores unitarios son perpendiculares entre si, resulta que podemos expresar el
producto escalar como:

A-B=A,B,+A,B,+A. B,

4.6. Producto vectorial

4.6.1. Definicion de Producto Vectorial

Dados dos vectores, A y B definimos producto vectorial como un vector, C' = A x B
con las siguientes caracteristicas:

—

1. El médulo de C' es ABsen 0, donde 0 es el angulo entre A y B.
2. La direccion es perpendicular al plano formado por A y B.
3. El sentido viene dado por el sentido de avance del sacacorchos llevando el vector A

hacia B.

Podemos ver que el producto vectorial es nulo si ambos vectores son paralelos o an-
tiparalelos.

En efecto, si A es paralelo a B (§ = 0° 6 § = 180°), entonces A x B =0

Por lo tanto, es facil comprobar que AxA = 0, ya que un vector es paralelo a si mismo.
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La cantidad ABsenf es igual al area del paralelogramo formado por A y B.

La mejor forma de hallar el sentido del producto vectorial es la regla de la mano
derecha. Podemos ver la explicacion de la regla de la mano derecha en la figura 4.13.

Regla de la mano derecha

Figura 4.13: Regla de la mano derecha

4.6.2. Propiedades del producto vectorial

1. El producto vectorial no es conmutativo. El orden en el que los vectores se multi-
plican es importante.

Al cambiar de orden aparece un signo menos AxB=-BxA
2. Si A es perpendicular a B, entonces se cumple [A x B| = AB

3. El producto vectorial cumple la ley distributiva A x (E + 5) —AxB+AxC

X

]}

4. Los signos son intercambiables en el producto vectorial A x (—E) = —Ax

4.6.3. Producto vectorial y momento de un vector

Una de las aplicaciones mas importantes del producto vectorial es el momento de
un vector, ya que éste momento describe algunos fenémenos fisicos de interés, como el
momento angular o el momento de fuerzas.

Definimos el momento de un vector como el producto vectorial del vector de posicién
del origen del vector y el propio vector.

El vector momento de fuerzas (7) se encuentra en una direccién perpendicular al plano
formado por el vector de posicion del punto de aplicacién y el vector fuerza aplicada
T=rxF
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4.6.4. Calculo del producto vectorial utilizando determinantes
El producto vectorial se puede calcular utilizando un determinante:

k

~

k

I\

- ] A, A
B, B ‘

T

— Ay AZ
B, B

)

i - ’

| A A,
JTI B B

z Y

z z

A
B

w

Yy

Expandiendo los determinantes nos da

A xB=(4,B.—A.B,) i— (4,B. — A.B,) j+ (A, B, — A,B,) k

4.7. Producto mixto

Definiremos el producto mixto de tres vectores, @, b y ¢ a la siguiente expresion:

a’-<6x5)

Obviamente el resultado es un escalar, que se puede demostrar que es el volumen del
paralelepipedo formado por los tres vectores y numéricamente se puede escribir:

ay Gy G,
a-(bxa): b, b, b,
Cx Cy Cs

4.8. Ejercicios resueltos

4.8.1. Dados los vectores @ = — 1 +2 j — k y b=37— 4742 -

a) Halla el d4ngulo formado por ambos vectores
b) Halla la proyeccién del vector @ sobre el vector b.

c¢) Halla los dngulos que forma el vector @ con los ejes coordenados.

SOLUCION:

a) Halla el d4ngulo formado por ambos vectores

Con las propiedades del producto escalar podemos hallar el coseno del angulo
formado entre ambos vectores:



16

@ b=|d |b| cosd (4.3)

De forma que despejando obtenemos:

b
cosf = a0 = —0,985527 (4.4)

ST

=)

Con lo que el dngulo vale:

6 = 170,29° (4.5)

b) Halla la proyeccién del vector @ sobre el vector b.

La proyeccion de @ sobre bes el producto del médulo del vector @ por el coseno
del angulo que forman:

Proyz = |d| cos = —2,41 (4.6)

c) Halla los angulos que forma el vector @ con los ejes coordenados.

Para hallar los dngulos es necesario calcular los cocientes entre las correspon-
dientes coordenadas y el médulo del vector:

a 1
cosa = — =——— = qa=114,09°
@ V6
Qy 2 o
cosf = —= =—=3=235,26
a, 1 o
cosy = — =——==7=114,09 (4.7)

|a V6
4.8.2. Dados los vectores ¢ = 4 f+ 2k y d=7i—3k:

a) Halla un vector unitario perpendicular a ambos vectores.
b) Calcula el drea del paralelogramo definido por ambos vectores.

c) Calcula el momento resultante con respecto al origen de coordenadas, si el
punto de aplicaciéon de ambos vectores es el O'(1,2, —2).

SOLUCION:

a) Halla un vector unitario perpendicular a ambos vectores.

Para hallar un vector unitario perpendicular a ambos se puede utilizar el pro-
ducto vectorial:
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i Tk S
Exd=10 4 2|=-120i42]—4k (4.8)
10 -3

Para que el vector sea unitario dividimos por su moédulo:

]_ — — —
T —12'+2'—4/<:) 4.9
i T64( i+2] (4.9)

b) Calcula el drea del paralelogramo definido por ambos vectores.

El &rea del paralelogramo es el médulo del producto vectorial de ambos vec-
tores:

&% d| = V164 (4.10)

¢) Calcula el momento resultante con respecto al origen de coordenadas, si el
punto de aplicacién de ambos vectores es el O'(1,2, —2).

Podemos hallar el momento de cada uno de los vectores y luego sumarlos:

i j ok

o=l 2 —2|=127—2j+4k (4.11)
04 2
i j k

Fr=11 2 —2|=—6i4+j-2Fk (4.12)
10 —3

De manera que el momento resultante es la suma de ambos vectores:

Tres =60 —j+2k (4.13)

Se puede comprobar que, en este caso, el momento resultante es igual al mo-
mento de la resultante:

R=7+4]—k (4.14)
i j ok o

Fa=|1 2 —2|=6i—j+2k (4.15)
1 4 —1
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4.9.

4.9.1.

4.9.2.

4.9.3.

Ejercicios propuestos

Dado un punto P(z,y):

a) Calcular el 4ngulo que forma su vector de posicién, 7, con los ejes X e Y.

1 - —
b) Escribir el vector 7" en coordenadas polares.

Si se tiene otro sistema de coordenadas X'Y”, girado 30° respecto al XY, en sentido
levégiro:

a) Escribir el vector 7 en funcién de los vectores unitarios del sistema X'Y”,
obteniendo las coordenadas x’ e 3’ del punto P.

b) Escribir los vectores unitarios del sistema X'Y” en funcién de los del sistema
XY, y viceversa.

Se tiene un sistema de coordenadas polares, r y #, medidas tal como se muestra en
la figura 4.14. En el punto (2, 30°) existe un campo eléctrico de 100 Vm™!, dado

por el vector:

100 100
E=—uw+-—2mu

V2 V2

Expresar dicho campo en el sistema de coordenadas cartesiano XY.

Figura 4.14: Figura del problema 2

Dos vectores @ y b tienen el mismo médulo. Su suma es un vector ¢ de modulo 8, y
su producto escalar es -32:

1) Calcular el médulo de dichos vectores.

A continuacién, supéngase que d@ y b estan contenidos en el plano XY y que a tiene
la direccién y sentido de u,:

2) Expresar los vectores b y ¢ en funcién de sus componentes cartesianas.

4.9.4. Escribir dos vectores unitarios perpendiculares al vector 3 u, + 2 i, — ..

4.9.5.

— —

Dados los vectores 623?—1—45’—1{:}75: 1 3;+4/¥:
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a) Calcula el dngulo € entre @ y b.
b) Halla el area del paralelogramo definido por los vectores a@ y b.

c¢) Halla el momento de cada uno de los vectores @ y b con respecto al origen,
teniendo en cuenta que estan aplicados en los puntos A(1, —1,0) y B(0,3,—2),
respectivamente.
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