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Motivacion:

- El descubrimiento empirico de las Leyes del movimiento planetario de Kepler
permitid la obtencion de una de las leyes mas fundamentales de la naturaleza, la Ley
de Gravitacion Universal de Newton, lo cual da idea de la trascendencia historica
del proceso ligado a ambas.

- El desarrollo del tema puede representar para el alumno uno de los mejores
ejemplos de conexidn entre empirismo y teoria.

- Abordar este tema permite una gran ocasion para que el alumno pueda participar, de
modo directo y sencillo, en la obtencion de una de las leyes mas importantes de la
Fisica.

- El estudio y desarrollo del tema permite introducir numerosos conceptos fisicos en
los que se revela muy claramente la utilidad y aplicaciéon de los mismos (fuerza
central, momento de una fuerza, momento cinético y su conservacion, conexion
Geometria-Fisica, energias cinética y potencial, conservacién de la energia total,
etc.).

Objetivos:

Esta unidad se dedica fundamentalmente al estudio de la gravitacion universal.
Si bien este aspecto puede estudiarse como secciones particulares de otros temas —en el
estudio de la conservacion del momento cinético y de la conservacion de la energia total
mecéanica—, dada la importancia histérica y cientifica del mismo, se ha pretendido
concederle el honor de ser un tema propio. Para ello, se hace una presentacion de las
tres leyes de Kepler del movimiento planetario y, a partir de ellas, se llega a la ley de
gravitacion universal de Newton, insistiendo en la trascendencia historica de tales
logros.

Con este tema se pretender cubrir los siguientes objetivos:
» Conocer el significado de las tres leyes de Kepler del movimiento planetario y de la
ley de gravitacion universal, asi como la trascendencia historica y cientifica de todas

ellas.

» Estudiar el caso de la fuerza gravitatoria como caso especialmente importante de las
fuerzas centrales.

* Conocer la naturaleza de las fuerzas conservativas y aplicar la conservacion de la
energia al estudio de las orbitas de planetas y satélites.



Desarrollo:

A partir del analisis de los datos astronomicos del danés Tycho Brahe (1546 -
1601), el aleman Johannes Kepler (1571 - 1630) establecid sus tres leyes del
movimiento planetario que constituyen una descripcion cinemdtica del mismo. Kepler
no pudo, sin embargo, averiguar la causa fisica —dindmica— de tales resultados. Fue a
partir de estas tres leyes del movimiento planetario (3LMP) de Kepler como el inglés
Isaac Newton (1643 - 1727) pudo deducir su Ley de Gravitacién Universal (LGU).

Pues bien, introducido el problema en su desarrollo histérico, procederemos
primero a presentar las 3LMP de Kepler y a analizar sus consecuencias y aplicaciones;
después, obtendremos la LGU a partir de las 3LMP y analizaremos la importancia de
dicha ley fundamental. A continuacion, tras introducir la propiedad de conservatividad
que cumplen algunas fuerzas, aprovecharemos el caracter conservativo de la fuerza
gravitatoria para aplicarlo, mediante consideraciones energéticas, a las orbitas de naves
espaciales.

1. Leyes de Kepler del movimiento planetario.

Cuando, desde los inicios de la humanidad, los primeros hominidos
contemplaron coémo las estrellas parecian girar en el cielo a lo largo de la noche, se
asumid como obvio que era el cielo, como una gran esfera, el que rotaba alrededor de
nosotros. Con ello, en los primeros modelos del Universo, la Tierra estaba en el centro y
todos los astros, incluido el Sol (cuya posicion de salida y ocaso parecia ademas
desplazarse a lo largo del afio en ¢l cielo), giraban a su alrededor (modelo geocéntrico).

Si bien el modelo planetario geocéntrico propuesto en el s. II por el astronomo
greco-egipcio Claudio Ptolomeo en su “Coleccion Matematica” —luego conocida
como “Almagesto”— era capaz de predecir las posiciones de los planetas con la
suficiente precision para los astronomos del s. XVI, requeria para ello de la complejidad
geométrica de tener que recurrir a epiciclos, esto es, cada planeta realizaria una
trayectoria circular alrededor de un centro que, a su vez, se desplazaria sobre otra
circunferencia centrada en la Tierra.

Junto a dicha complejidad, se fueron anadieron otros obstaculos a la teoria
ptolemaica: por un lado, parecia inverosimil que toda la gigantesca esfera celeste girara
alrededor de la pequefia Tierra, cuando seria mas légico lo contrario; y, por otro, los dos
descubrimientos del italiano Galileo Galilei (1564 - 1642), uno el de las fases de Venus
(inexplicables si Venus giraba alrededor de la Tierra) y el otro, el de que habia astros
(lunas) girando alrededor de Jupiter (como un sistema solar en miniatura, lo que
confirmaba la realidad de que habia pues objetos de movimientos no geocéntricos).
Todo esto hizo replantearse otro modelo en que todos los planetas, incluso el nuestro,
giraran alrededor del Sol, que ocuparia el centro del Universo (modelo heliocéntrico).

Por todo ello, el antiguo modelo geocéntrico fue puesto definitivamente en
entredicho en el s. XVI con la llegada de la teoria heliocéntrica del astrénomo polaco
Nicolas Copérnico (1473 - 1543) en 1543. En realidad, el propio Ptolomeo habia



llegado a considerar un modelo heliocéntrico, pero lo descart6d finalmente debido a que
la idea del movimiento violento de la Tierra parecia contraria a la observacion (todavia
hoy conservamos parte de esta reminiscencia intuitiva al afirmar que es el Sol el que “se
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mueve”, “sale” y “se pone” en el cielo al desplazarse alrededor de la Tierra).

Pero el modelo copernicano resulté censurado por la Iglesia ya que, en ¢€l, la
Tierra quedaba relegada a la categoria de un planeta circunsolar mas, en lugar de seguir
siendo considerada como el centro del Universo. Asi, el texto copernicano “De
Revolutionibus”, publicado en 1543, permaneci6 en la lista eclesiastica de libros
prohibidos desde 1616 hasta 1835, si bien sabemos que la labor de los censores resultd
insuficiente, ya que en el mismo s. XVI existian muchas copias sin corregir. También es
cierto que para evitarse problemas, los editores, probablemente sin el conocimiento el
propio Copérnico, afiadieron un prefacio en que se afirmaba que la obra era un mero
ejercicio matematico mas que una descripcion de la realidad.

Seria en los s. XVI'y XVII cuando se librara la lucha vital entre ambos modelos
planetarios. Asi, en 1600, el italiano Giordano Bruno (1548 - 1600) fue quemado vivo
en la hoguera por su defensa de la teoria copernicana y por la amenaza que suponia su
gran poder personal de comunicacion; en 1610, el descubrimiento de Galileo Galilei de
cuatro satélites alrededor de Jupiter, publicado en su obra “Sidereus Nuncius” (de la
que Kepler recibié un ejemplar enviado por el propio Galileo) contribuia a demostrar
que no todos los astros giraban en torno a la Tierra; y en 1633, el propio Galileo fue
obligado a retractarse y abjurar de sus ideas heliocéntricas, siendo finalmente confinado
en su villa en lo que hoy llamariamos arresto domiciliario. Debe decirse que, como ya
entendi6 el propio Galileo, Copérnico no habia sido el inventor, sino el restaurador y
confirmador de una hipotesis heliocéntrica que ya habia sido ideada por el griego
Aristarco de Samos (hacia 310 a.C. - hacia 230 a.C.) unos 1800 afios antes.

Pero fue el aleman Johannes Kepler el verdadero punto culminante y definitivo
de la victoria heliocéntrica. Asi, dominado por su obsesion de conocer a Dios, y
basandose en la idea de que el conjunto de la creacidon no era mas que una expresion de
las armonias presentes en la mente del Creador, en medio de una de sus aburridas clases
(en su segundo ano como profesor ya no le quedaba ningiin alumno), le vino a la mente
que la relacion entre el numero de sélidos pitagoricos regulares y el numero de planetas
conocidos seria obra del Gran Gedmetra, Dios. Segun su vision, expresada junto a su
defensa heliocéntrica en su obra “Mysterium Cosmographicum” (1595), los cinco
solidos regulares (tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y dodecaedro) sostendrian,
intercaladas entre ellos, las seis esferas de movimiento de los planetas entonces
conocidos (las distancias relativas entre los seis planetas conocidos se correspondian,
dentro de la precision de la época, con las proporciones entre los radios de las seis
esferas concéntricas que pueden construirse inscritas y circunscritas a los cinco sélidos
regulares).

Pero al construir su modelo (al solicitar una ayuda a la investigacién para hacer
su modelo tridimensional con plata y piedras preciosas, se le aconsejo que lo hiciera
primero de papel), las observaciones no encajaban; contactd por ello con el danés Tycho
Brahe, el poseedor de los mejores instrumentos astrondomicos y, con ello, de las
observaciones planetarias mas exactas de la época, y acabd visitandole en 1600 en su
observatorio, situado cerca de Praga. Pero Kepler, el mejor tedrico, y Brahe, el mejor
observador, no consiguieron trabajar en perfecta armonia, si bien aquél se convertiria



finalmente en el ayudante de observacion de éste; asi, Kepler no consiguid los datos de
Brahe hasta la muerte del danés (un personaje vanidoso y excéntrico que portaba una
protesis nasal de oro y plata al haber perdido la nariz en un duelo estudiantil provocado
por una disputa con otro compaiero sobre quién era mejor matematico), al que sucedio
como matematico imperial en 1601.

Las observaciones de Brahe (quien defendia un modelo mixto en el que el Sol
giraba alrededor de la Tierra, pero con el resto de los planetas girando alrededor del
Sol), una vez conseguidas por Kepler, seguian sin encajar con su modelo de solidos
pitagdricos con Orbitas circulares sobre superficies esféricas imbricadas. El propio
Tycho habia recomendado a Kepler que estudiara la orbita del planeta Marte en
particular, ya que era la més alejada del supuesto movimiento circular.

Puesto que tanto Galileo como Brahe y Copérnico creian en las orbitas
planetarias perfectamente circulares, Kepler intentd6 al principio explicar las
observaciones orbitales de Marte en base a una circunferencia; si bien creyd haber
ajustado los datos a una circunferencia excéntrica, al comprobar que dos de las
observaciones de Brahe se alejaban de ese modelo en so6lo 8 minutos de arco
(aproximadamente la cuarta parte del angulo subtendido por el disco de la Luna tal y
como lo vemos desde la Tierra), decidi6 que debia seguir revisando su hipotesis
circular.

Kepler inaugura aqui una nueva forma de hacer ciencia al pasar de una época en
la que la belleza de las teorias se imponia sobre los datos, a otra en la que la confianza
en los datos empiricos debe obligar a replantearse las teorias, por muy bellas que sean.
Asi, en sus nuevos intentos de ajustar las observaciones de Brahe a un tipo geométrico
de orbita, Kepler acabo viendo, sin embargo, que éstas parecian ajustar mejor con una
linea cerrada ovalada. Probd entonces con varias curvas ovales y, tras cometer algunos
errores aritméticos que le apartaron al principio de la solucion real, obtuvo la
concordancia de los datos con la elipse.

Debe destacarse aqui que si Brahe le hubiera aconsejado a Kepler el estudio de
otro planeta, por ejemplo Venus, en vez de Marte, el aleman nunca hubiera encontrado
la forma verdadera de las orbitas, dada la baja excentricidad € de las trayectorias
elipticas del resto de planetas conocidos entonces (asi € = 0,093 para Marte, pero solo
0,007 para Venus; aunque € = 0,205 para Mercurio, éste era de dificil observacion, dado
que su escasa separacion angular del Sol dificulta su vision).

Curiosidad. También ligado a la excentricidad, cabe mencionarse que, contra la
creencia popular muy extendida, la diferencia de temperatura terrestre entre verano e
invierno no se debe a la variacion de distancia de la Tierra al Sol (asi, para la Tierra € =
0,017, lo cual hace que las variaciones de su distancia al Sol respecto de su valor medio
sean solo del 2%, valor demasiado pequefio para que influya en las estaciones —de
hecho, cuando la Tierra esta mas proxima al Sol es en invierno, el 2 de Enero—), sino
que es causada por la inclinacion de 23,5° del eje de rotacion de la Tierra respecto a la
perpendicular al plano de su orbita.



Con todo ello, tras el éxito de su ultimo ajuste de los datos, Kepler consiguio,
por fin, enunciar su primera ley planetaria (LK1):

“Los planetas recorren Orbitas elipticas teniendo al Sol en uno de sus focos”

Planeta

Pero para un astronomo planetario, no basta con conocer la trayectoria de un
planeta, sino que es precisa ademdas su descripcién cinemadtica, esto es, conocer la
posicion del mismo en cada instante. Asi, gracias al fechado de las observaciones de
Brahe, Kepler descubrié también que los planetas no recorren arcos iguales en tiempos
iguales (como harian en un movimiento circular uniforme), sino areas iguales en
tiempos iguales. Este es el contenido de su segunda ley planetaria (LK2):

“El radio vector que une el Sol y el planeta barre areas iguales en tiempos iguales”

Planeta




Como consecuencia de ello, cuando el planeta estd mas cerca del Sol (a la
derecha en la figura anterior), debe moverse a mayor velocidad que cuando estd mas
lejos del mismo (a la izquierda en la figura anterior), para conseguir asi que, en el
mismo tiempo, las dos areas triangulares barridas sean iguales (velocidad areolar = cte).

Descubiertas ya sus dos primeras leyes, publicadas en su “Astronomia Nova”
(1609), y que hacen referencia al movimiento de cada planeta dado, Kepler investigd
una tercera ley que relacionara el movimiento de los distintos planetas. Asi, en su obra
“De Harmonice Mundi” (1619), de acuerdo con su idea mistica de encontrar una ley
armoniosa del mundo que explicara lo observado (armonia en el sentido de relaciones
matematicas —como las de las proporciones en las cuerdas de los instrumentos que
generan los sonidos musicales— y que llevaria a los planetas a moverse ritmicamente
como si entonaran canciones en homenaje al Dios creador —algo ya propuesto por
Pitdgoras en el s. VI a.C.—, siendo estas sintonias no audibles por el oido, sino s6lo por
el intelecto), expresa su tercera ley planetaria (LK3):

“Los cuadrados de los periodos de los planetas son proporcionales a los cubos de sus
distancias medias al Sol”

Planeta

En esta ley, el periodo orbital T se refiere al tiempo que tarda un planeta en
completar su drbita eliptica alrededor del Sol, y la distancia media al Sol (la obtenida al
promediar la distancia variable entre el planeta y el Sol a lo largo del tiempo que dura
toda la orbita entera) coincide con el semieje mayor a de dicha elipse.

Nota importante. Aunque las tres leyes de Kepler fueron por él obtenidas para el
movimiento de los planetas alrededor del Sol, con la posterior generalizacion de
Newton, dichas leyes también valen para cualquier movimiento bajo la accion de la
gravedad, por ejemplo, también las verifican los satélites (naturales o lunas y los
artificiales) orbitando alrededor de un planeta.



La tercera ley de Kepler puede ser facilmente comprobable hoy por el alumno,
tal y como la estableciera el aleman hace cuatro siglos, sin mas que partir de los datos
modernos de los seis planetas conocidos en la época de Kepler (expresando las
distancias medias, a, al Sol en unidades astronomicas —1 U.A. es la distancia media de
la Tierra al Sol y equivale a 149,59787 millones de km— y los periodos de revolucion,
T, en afios terrestres).

Para ello, en la tabla siguiente, siguiendo el ejemplo del primer planeta, calcule
los valores de a> y de T? y compruebe que la razén T%/a’ tiene siempre el mismo valor
(aproximadamente 1, en estas unidades) para todos los planteas que aparecen en ella:

Planeta a(UA) T (afios) a’ (UA®) | T?(afios?) (aﬁ;rszz/ij A)
0,387 0,241 0,058 0,058 1,000
0,723 0,615
1,000 1,000
1,524 1,881
5,203 11,862
9,516 29,458

Soluc.: T%/a’ sale aproximadamente 1 en todos los casos.

Al completar esta tabla, se observa entonces que, en efecto, T?/ad = cte, luego T2=K a3,
con la constante K =1 en estas unidades elegidas asi para mayor comodidad.

Nota. La ligera desviacion respecto al 1 exacto en la razon T%/a’ obtenida para los dos
ultimos planetas de la tabla se debe a que existe una fuerte perturbacion entre Jupiter y
Saturno que aleja algo el resultado real respecto al ideal que se tendria si cada planeta
interaccionara sélo con el Sol y no, ademas, con otro planeta vecino.

Tras el descubrimiento de las tres leyes de movimiento planetario, Kepler
intent6 buscar la causa del mismo. Puesto que los planetas se aceleraban al acercarse al
Sol y reducian su velocidad al alejarse del mismo (como indica la segunda ley
kepleriana), el astronomo alemdn pens6 que la causa estaba en la presencia del astro
central y, como el magnetismo actuaba a distancia, sugirié que la fuerza magnética seria
la verdadera causa del movimiento planetario (no en vano, el inglés Gilbert acababa de
descubrir en 1600, en su obra “De Magnete”, que la Tierra era un gigantesco iman,
intentando quiza justificar las orbitas planetarias mediante una fuerza de atraccion
magnética).



Lo importante es que, aunque Kepler no acertara al proponer la fuerza magnética
como causa real del movimiento planetario, si introdujo dos novedades importantes en
la ciencia:

- Una primera, al plantearse que el movimiento de los planetas podia tener una causa
fisica (una fuerza o “vis” debida a otro objeto, aunque para ¢l la fuerza producia una
velocidad proporcional a ella, en lugar de la fuerza newtoniana, que produce una
aceleracion proporcional a ella).

- Y una segunda, al proponer que las leyes observadas en la Tierra (para él el
magnetismo) eran validas en los cielos, acabando también con una larga época de
explicaciones mas misticas que cientificas.

No en vano, el famoso astronomo moderno norteamericano Carl Sagan (1980),
recordando que Kepler se vio en la necesidad de hacer predicciones astrologicas para la
realeza por razones de subsistencia, se referia a éste diciendo: “El ultimo astrologo
cientifico fue el primer astrofisico”.

Lo cierto es que el gran Kepler muri6 en 1630 sin conocer la verdadera causa del
movimiento planetario, causa que comenzaria a ser vislumbrada por Newton 35 afios
después cuando éste se planteara la posibilidad de extender la fuerza gravitatoria
observada en la superficie terrestre hasta la orbita de la Luna.

Ejemplo n® 1:

Si el radio medio de la orbita de Saturno alrededor del Sol es 9,52 veces el terrestre,
calcular el periodo orbital de dicho planeta expresado en afios terrestres.

Segtin la tercera ley de Kepler,

T2, T} ’
Su o ler T2 =T (MJ =17(9,52)° = 862,8 =T, = 29,37 afios terrestres

3 3 Sat Tier
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2. Ley de Gravitacion Universal de Newton.

Aunque el fisico y matematico inglés Isaac Newton —muy reacio siempre a
publicar sus resultados (lo cual le cred frecuentes polémicas de autoria de ideas,
especialmente con Leibniz)— no diera a conocer su enunciado de la ley de inercia hasta
la publicacion de sus “Principia” en 1687 (en parte redactados por la insistencia de
Halley ante Newton para que diera a conocer sus logros), lo cierto es que la idea de que
la tendencia de un objeto en movimiento a continuar en linea recta si nada influye sobre
¢l (en sus propias palabras: “Todos los cuerpos perseveran en su estado de reposo o de




movimiento uniforme en linea recta, salvo que se vean forzados a cambiar ese estado
por fuerzas impresas”) estaba ya muy arraigada en su mente.

En realidad, esta idea del principio de inercia ya habia sido anticipada realmente
por el italiano Galileo para un movimiento en plano horizontal en sus famosos
“Discorsi” (1638), y por el francés René Descartes en sus “Principia” (1644), e incluso
habia sido vislumbrada, en parte, ya mucho antes por Juan Filopono de Alejandria (s.
VI) y por el drabe Avicena (s. XI), sin olvidar algunos rudimentarios atisbos de dicho
principio en la filosofia de los griegos Democrito (s. V a.C.) y Aristoteles (s. IV a.C.).

Pues bien, en base a esa idea de ley de inercia, Newton comenzd a pensar en
1665 que si la Luna no salia despedida tangencialmente de su orbita circular (su
excentricidad es de solo 0,055) seria debido a la existencia de una fuerza que la
empujaba continuamente hacia la Tierra convirtiendo pues su trayectoria en una
circunferencia (todavia hoy, en muchos alumnos se observa la dificultad de entender
que la Luna, que estd en movimiento, no se caiga sobre la Tierra pese a que ésta atrae a
aquélla, imputandolo a un falso equilibrio entre la fuerza centripeta real y una falsa
fuerza centrifuga que so6lo es fruto de una descripcion desde un sistema no inercial, o
sea, acelerado).

Newton generaliz6 el nombre de gravedad a esa fuerza que actuaba a distancias
astronémicas. Ademas, a partir de la tercera Ley de Kepler, dedujo la forma matematica
de la ley de gravitacion planetaria de cuadrado inverso (aunque en sus Principia Newton
no reconoce esta deuda con Kepler, si se lo confes6 a Halley en una carta particular) y
demostr6 que esa fuerza planetaria era la misma fuerza que la que hacia caer una
manzana sobre la Tierra (caracter universal de la Ley).

Todavia hoy es un problema de investigaciéon vivo llegar a conocer como
Newton establecié su Ley de Gravitacion Universal (LGU). Para el experto newtoniano
I. B. Cohen, de la Universidad de Harvard (1981), habria sido el inglés Robert Hooke en
1680 quien habria introducido a Newton en la idea de una fuerza centripeta en un
movimiento circular, frente al concepto conocido por éste de fuerza centrifuga (nombre
y concepto introducido por el holandés Huygens y defendido también por Descartes);
esta distincion puede parecer poco importante, pero con ello se pasaba a atender al
cuerpo central y no al que da vueltas, algo que seria fundamental para el concepto de
gravitacion.

Hooke pensaba que la fuerza centripeta dirigida hacia el Sol decreceria con la
distancia 7 al mismo en la forma 1/ para explicar que la velocidad orbital de un planeta
decrece al aumentar la distancia al Sol (como se deduce de la Segunda Ley de Kepler,
para que a mas distancia el area barrida por el radio vector en el mismo tiempo sea la
misma que cuando se encuentra a menos distancia). Pero debido a que la ley de las areas
kepleriana no gozaba por entonces de demasiada aceptacion (en parte porque rompia la
belleza de una orbita perfecta circular y uniforme), Hooke menosprecio la importancia
de esta ley, lo cual, unido a su reducida habilidad matematica, hizo que no llegara a lo
que si pudo llegar Newton. Posiblemente pues a sugerencia de Hooke, Newton
demostr6 matematicamente, por complejos razonamientos geométricos, que un cuerpo
bajo una fuerza atractiva en la forma 1/7* describiria una orbita eliptica, y asi se lo
comunic6 a Halley, muy interesado en el conocimiento de la astronomia planetaria (la
forma 1/ de la ley no aparece como concepto explicito en los Principia, sino que



Newton so6lo la demuestra matematicamente, siendo la génesis de la idea mas imputable
pues a Hooke e incluso mas a Gilbert, con contribuciones de Kepler y del napolitano
Borelli).

Si bien no se conoce perfectamente el proceso conceptual interno que siguio la

mente de Newton para elaborar su teoria de gravitacion universal, podria haber sido el
siguiente:

i)

Parti6 de un modelo matematico: una masa puntual moviéndose alrededor de un
centro de fuerzas, siendo esa fuerza de cardcter s6lo matematico (no fisico, pues
Newton repudiaba el concepto de fuerza a distancia). Dado que el 99,86% de la
masa total del Sistema Solar se encuentra en el Sol, y s6lo el 0,135% en los
planetas, el 0,00004% en los satélites y el resto en cometas, asteroides,
meteoritos y medio interplanetario, el sistema planetario si puede estudiarse por
tanto como un conjunto de masas puntuales planetarias girando en torno a un
foco central masivo. Por ello, el Sistema Solar resulta ser el mejor laboratorio
para estudiar la gravitacion universal, lejos de perturbaciones externas
apreciables que puedan enmascarar la realidad fisica.

Desarrollé su modelo matematico: partio para ello de su conocimiento de las tres
leyes de Kepler y las fue aplicando (en todo lo que sigue utilizaremos, por
sencillez, deducciones fisicas, en lugar de los complejos razonamientos
geométricos seguidos por Newton en sus Principia; la dindmica newtoniana no
pasaria de su elaboracion geométrica inicial hasta su tratamiento analitico
moderno, mediante ecuaciones diferenciales, con el trabajo de Euler en 1736).

La LK1 afirma que las orbitas planetarias son elipticas; dado que su
excentricidad es muy baja podemos, por sencillez expositiva, partir de que son
aproximadamente circulares, es decir con la distancia planeta-Sol » = cte (para la
orbita de la Tierra, los radios maximo y minimo difieren en solo un 1,7%
respecto a su valor medio, e incluso para la excéntrica orbita de Marte esta
diferencia es solo del 9%). Como ademas la LK2 afirma que el planeta barre
areas iguales en tiempos iguales (dA/dt = cte), entonces considerando el area del
triangulo dA como (base ds x altura r)/2 se tiene:

dA rds /2
dS 7 =cte =

1
=cte = —rv =cte
t dt 2

y como r = cte, entonces v = cte
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luego el movimiento sera circular uniforme, con lo que la fuerza solo podra ser
radial centripeta.

Es decir, el simple uso de la LK1 con la LK2 permite saber que la fuerza
causante es centripeta, de modo que, usando la segunda ley de Newton para la
masa m del planeta y el concepto de velocidad uniforme = espacio de una orbita
circular/ tiempo de la d6rbita o periodo T se tiene que:

my’ _m 2zr/T)’ 3 4’ mr

F =
7 r T?

(1)

y, si se introduce ahora la LK3 (I° = cte ') en el denominador, queda
finalmente que la fuerza sobre el planeta es:

Ar’mr  km
f e T @

En suma, usar la LK2 permite postular una fuerza centripeta, y la LK3
permite ademas ya medirla bajo la forma 1/,

Modifico el modelo matematico: cambid el centro de fuerzas de caracter
matematico por una masa puntual M, la masa del Sol.

Introdujo la fundamental idea de atraccién mutua, yendo con ello mas alla de la
propuesta de Hooke (a partir de la ley de accion-reaccion, Newton introdujo que
esa interaccion no solo dependia de la masa m del planeta, sino también de la
masa M del foco, el Sol), es decir como la fuerza del foco (S) sobre el planeta
(P) de masa m era segun (2):

Fop = r@g (3)

de la misma manera, como cualquier fuerza es proporcional a la masa que la
sufre, la fuerza del planeta sobre el foco (S) de masa M sera:

k'M
FPS = 2
r

y, como segun la tercera ley de Newton o ley de accidon-reaccion, Fsp = Flpg,
entonces

km=k'M i:ﬁzcteEG , k=GM
M m

(e igualmente, si se hace con otros planetas, se va obteniendo &/M = k’/m = k’’/m’ = ... = cte)

que, sustituida, en (3) convierta a ésta en
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GMm
F== 4

que mas tarde se convertira en la conocida como Ley de Gravitacion Universal
(LGU).

Generalizd su resultado asegurando que esa fuerza, asi derivada
matematicamente, era la gravitacion universal —yendo de nuevo mas alla de la
idea de Hooke— y comprobo su modelo:

En opinién de algunos investigadores modernos (Cohen, Drake y
Herivel), quizé fuera el aspecto de un diagrama de los “Didlogos” de Galileo
(1630) lo que inspir6 a Newton a relacionar la caida de la manzana con la 6rbita
lunar (y por ende con las orbitas planetarias) y llegar finalmente a la LGU.

Asi, en la figura siguiente se observa que la Luna, en su orbita alrededor
de la Tierra, no se mueve realmente de P; a P», sino de P; a P’,, es decir como si
hubiera caido desde P, a P’; (aunque pudo inspirar a Newton, realmente la figura
de Galileo no tenia nada que ver con la Luna, sino que la habia dibujado para
explicar por qué un cuerpo pesado en reposo no salia despedido tangencialmente
pese a la violenta rotacion de la Tierra).

O quiza Newton se inspirara en un pasaje de los “Didlogos” de Galileo
en el que Salviati se dirige a un anticopernicano: “Y si él me asegura qué mueve
a uno de esos cuerpos moviles (planetas), prometo que yo sabré decirle qué
hace mover a la Tierra (alrededor del Sol). Mas haré lo mismo si me puede
mostrar qué es lo que en la Tierra hace descender a las cosas”. Y en la misma
linea, en cuanto al concepto de gravedad, sigue expresando Salviati al dirigirse a
Simplicio: “... Pero, en realidad, no sabemos mas qué principio o fuerza hace
caer a las piedras qgue lo que sabemos de lo que las hace subir una vez partidas
de la mano del lanzador, o qué hace girar ala Luna...”.

En suma, para verificar su hipotesis (comprobacion del modelo) de
universalidad de la gravitacion, Newton, tomando la ley de inercia ya conocida
por Descartes, razon6 que si la Luna no seguia en linea recta era porque alguna
fuerza curvaba su trayectoria. Sin recurrir al razonamiento geométrico que ¢l
utilizo, podemos atacar el problema mas rapidamente de la siguiente manera:
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Sabiendo que la distancia de la Luna a la Tierra es » = 3,84 x 10° m
(medida por el método del angulo de paralaje desde dos puntos distintos de la
Tierra separados por una distancia conocida) y que el periodo de su orbita
alrededor de nuestro planeta es de 7 = 2,36 x 10° s (27,3 dias), el valor de la
aceleracion centripeta de la Luna en su 6rbita de radio r sera

2 2 2
a, v Qrr/T) :4ﬂ2r:2,72x10_3m/52
r 7 T

(luego en 1 s, la Luna “caeria”, respecto a su tendencia rectilinea, un espacio 2 =
a,?2 = 136 mm, utilizando la expresion del movimiento rectilineo
uniformemente acelerado que habia sido ya descubierta por Galileo), de modo
que su relacion con la aceleracion de la gravedad que sufre la manzana en la
superficie terrestre (g = 9,81 m/s”) sera

£ _3602 =(60)>
ar

y, de acuerdo a su suposicion de que la aceleracion (como la fuerza) tiene la
forma de 1//, se tiene que la relacion entre distancias al centro de la Tierra
desde la Luna y desde la manzana situada en la superficie de la Tierra (cuyo
radio es Ry = 6,37 x 10° m, y que se conocia por el tamafio de las sombras
creadas por dos estacas colocadas en dos puntos alejados en la superficie
terrestre) serd

r ’ " 2
(R—J =3602 =(60)

T

es decir, la plena coincidencia numérica de ambas razones indicaba que la razon
entre aceleraciones era inversa a la razon entre los cuadrados de la distancias,
tanto en el cielo como en la superficie terrestre —g/a; = (/R7)°, luego g «c1/R7,
arcl/r? y, en general, cualquier aceleracion gravitatoria ird como 1/"— de
modo que la ley de gravitacion adquiere caracter universal. Este fue el gran
acierto de Newton: pensar que la fuerza que hacia caer una manzana en la Tierra
era la misma que la que hacia caer a la Luna hacia la Tierra, manteniéndola en
oOrbita alrededor de ésta.

Recurriendo a la famosa anécdota de la caida de la manzana desde un
arbol (que quizd no fuera mas que un ejemplo inventado a posteriori para
explicar mejor las ideas de Newton), podriamos decir que ésta cae en 1 s una
altura de s = g7*/2 = 4,9 m, mientras que la Luna, al estar 60 veces mas lejos que
la manzana del centro de la Tierra (386000 km frente a los 6370 km del radio de
la superficie terrestre), deberia “caer” en cada segundo, si la ley 1// fuera
correcta, una distancia de 4,9/(60)° = 1,36 mm para seguir una 6rbita circular,
prediccion que comprobo a partir del valor de a; observado (medido a través de
r'y T). Dicho de otra manera, Newton habia demostrado que la Luna se movia
como si fuera atraida hacia la Tierra con una fuerza que era 1/3600 de la fuerza
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de la gravedad con la que nuestro planeta tiraba de los objetos cerca de su
superficie. Y puesto que la Luna estd 60 veces mas lejos del centro de la Tierra
que los objetos colocados sobre o cerca de su superficie, el factor 1/3600
concordaba con la deduccion de que la gravedad de la Tierra se extiende a la
Luna y disminuye con el cuadrado de la distancia.

En resumen, Newton habia visto que la “caida hacia la Tierra” (desde P,
a P’,) se producia al ritmo que deberia esperarse si la gravedad terrestre se
extiende desde la superficie de la Tierra hasta alcanzar la Luna, decreciendo
como 1/#%, y por qué no a fodos los planetas (generalizacion universal).

En suma, la LGU adquiere la forma de

_ GMm

2
r

F

en el afio 1685, si bien se da a conocer con la publicacion de los “Principia” en 1687. En
forma vectorial, la LGU quedaria

- GMm —
F == P u, (5)

7

donde u, representa un vector unitario en la direccion que une los objetos y el signo

menos indica que la fuerza gravitatoria sobre un objeto es de sentido atractivo hacia el
otro.

<
~
~| A

El enunciado de dicha LGU expresa pues que:

“La fuerza de atraccion entre dos cuerpos de masas M y m es directamente
proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellas y actta a lo largo de la linea que une ambos cuerpos”.

Newton procede luego a generalizar su ley de gravitacion para todos los cuerpos
celestes (idea posiblemente copiada de un texto de Hooke escrito en 1674) e incluso
para todos los cuerpos: asi en la Proposicion IV del Libro III (“Sistema del mundo”)
expresa que “la fuerza por la que la Luna es retenida en su oOrbita es, en la misma
superficie de la Tierra, igual a la fuerza de la gravedad que observamos aqui en los
cuerpos pesados” y, de acuerdo con sus “Reglas para filosofar” sobre lo simple que
debe ser la naturaleza y sobre tender a asignar a los mismos efectos las mismas causas,
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concluye que “la fuerza por la que la Luna es retenida en su orbita es precisamente la
misma fuerza que comiunmente llamamos gravedad”.

Esta ley, de caracter fundamental en la teoria de la Mecénica, es pues una ley
experimental, en el sentido de que se deduce de las observaciones experimentales de las
posiciones planetarias. Debe precisarse ademas que esta LGU estd formulada para
cuerpos puntuales puesto que utiliza una distancia  bien determinada. Para el caso de
cuerpos homogéneos esféricos (que es, con bastante aproximacion, la situacién que se
da entre planetas y el Sol o entre un planeta y sus lunas), esa distancia » se mide desde
los centros de gravedad de las esferas.

Ejemplo n°® 2:
(Con qué fuerza se atraen el Sol y la Tierra?

Segtn la LGU de Newton, y expresando todo en el S.I. de unidades,

GMm _ (6,67x107"")(2x10°°)(6x10**)
r’ (1,5x10')?

F = =356x102 N

Curiosidad. Una ultima observacion sobre la LGU se refiere a que, de acuerdo con la
ley de accidn-reaccion, la fuerza de atraccion gravitatoria es mutua, es decir M atrae a m
con la misma fuerza (pero de sentido opuesto) con la que m atrae a M. Debe precisarse
que las que son iguales son las fuerzas sobre los objetos, no las aceleraciones de los
mismos. Esto puede ilustrarse recurriendo a la anécdota de la caida de la manzana sobre
el suelo que pudo hacer pensar a Newton en que la caida de la Luna sobre nuestro
planeta podria tener la misma causa que aquélla. Asi, dado que, segin la LGU, la Tierra
T (Mr= 6 x 10** kg) atrae a la manzana M (m,, = 0,2 kg) con la misma fuerza que ésta
atrae a aquélla, ;por qué no vemos que cuando cae una manzana de un arbol la Tierra se
eleve hacia el cielo? La razon estriba en que aunque las fuerzas si son iguales, no lo son
sus aceleraciones (g para la manzana y ar para la Tierra): Fry = Fyr = myg = Myas,
luego a; = 3,27 x 107 m/s%, es decir, que en los t = 0,6 s que tarda la manzana en caer al
suelo con g = 9,81 m/s’, la Tierra —acelerada con esa mindscula ar— solo ha podido
desplazarse un espacio x = a;*/2 ~ 6 x 10°° m, algo totalmente imperceptible.

El valor de la constante G de la LGU no seria determinado hasta un siglo
después con el experimento del inglés Cavendish (1798) de la balanza de torsion
(mediante la medida del par de giro creado por la atraccion gravitatoria de dos masas)
con una increible precision de sélo un 1% de diferencia respecto al valor mas moderno
conocido (G = 6,67 x 10" Nm’kg™?). Este valor tan pequefio de G hace que, para masas
normales y distancias normales, la fuerza de atraccion gravitatoria sea tan débil que su
valor sea dificil de medir con gran precision (por ejemplo, entre dos masas de 1 kg
separadas 1 m entre si dicha fuerza es s6lo de 6,67 x 10" N, es decir mil millones de
veces menor que el peso de una hormiga; ain asi debe tenerse en cuenta que cuando se
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habla de la debilidad de la gravitacién se hace de modo relativo, ya que si bien es cierto
que la fuerza gravitatoria entre dos protones es 10°° veces menor que su fuerza
electrostatica, tampoco debe olvidarse que la gravitacién es suficiente para que un
planeta como Plutéon se mantenga atrapado por el Sol, sin poderse escapar de su orbita
planetaria eliptica, incluso cuando se encuentra alejado del astro a mas de 7000 millones
de km).

De hecho, tras mas de dos siglos de experimentos, la constante G sigue siendo
conocida con una imprecision relativamente alta comparada con la de otras constantes
fundamentales. Asi, las mejores medidas obtenidas hasta la primera década del s. XXI
dan el valor seguro de G = (6,67+0,01) x 10" Nm’kg?, lo cual representa un error
relativo del 0,15%, aunque las mas recientes determinaciones apuntan a un valor mas
probable de G = (6,67428+0,00067) x 10" Nm’kg™, lo cual reduciria el error relativo
hasta el 0,01%. La necesidad de reducir esta incertidumbre ha provocado que, tan s6lo
en los ultimos setenta y cinco afios, se hayan publicado varios centenares articulos sobre
el valor de dicha constante; por el momento, los experimentos mas precisos siguen
estando basados alin en variantes modernas de la balanza de Cavendish o en medidas
indirectas a través de la aceleracion de caida libre g de objetos en la Tierra.

Como aplicacién inmediata e interesante, conocer el valor de G permite, por
ejemplo, deducir la masa de la Tierra M7. Asi, la segunda ley de Newton para un objeto
de masa m que cae cerca de la superficie de la Tierra, Faplicada = M @observada, quedaria:

GM . m
=m , M
RT2 g T

A partir de la ecuacién anterior, sustituyendo en ella la aceleracion de la
gravedad en la superficie terrestre g = 9,81 m/s’, el radio de la Tierra Ry = 6370 km, y la
constante G = 6,67 x 107! Nmzkg'z, obtenga el valor de la masa del planeta Tierra My.
Usando este resultado de la masa de la Tierra, y considerando la forma
aproximadamente esférica de la misma, obtenga el valor de la densidad media de
nuestro planeta.

_gR;
G

Soluc.: Mr=5,97 x 10** kg; pr=75,51 x 10° kg/m’.

Nota. Con este tltimo resultado para la densidad media del planeta entero, y dado que la
densidad media de las rocas en la superficie de la Tierra es solo de 2,8 x 10° kg/m’, se
deduce que el interior de la Tierra debe ser mas denso que su superficie, lo cual es
comprobable mediante el estudio de la propagacion de las ondas sismicas en los
terremotos.

Otra aplicacion interesante de la ley de gravitacion universal es que permite
obtener la forma de la constante de la tercera ley de Kepler que éste no pudo determinar.
Asi la segunda ley de Newton para una 6rbita circular uniforme daria:
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GMm  mv* , GM

F aplicada =M Qobservada = T =V =
r r r

y sustituyendo v = 27/T para una oOrbita circular uniforme queda
2 2
2y =GM:>T2= 4 2
T r GM

con lo que la constante de la tercera ley de Kepler es cte = 42°/GM (siendo M la masa
del Sol, si éste es el foco central; pero esta expresion es valida en general, de modo que
si se estudia la orbita de un satélite alrededor de la Tierra, M seria la masa de la Tierra).

En resumen, el método newtoniano consistidé pues en aplicar las matematicas al
mundo externo tal como éste se manifiesta por la experiencia y la observacion critica; se
trataba de un ir y venir entre un modelo matematico y la realidad fisica. Finalmente,
puesto que esa fuerza matematica de atraccion explicaba las observaciones, Newton
decidio que dicha fuerza existia de verdad, por lo que empez6 a preocuparse por el
origen de los efectos de esa gravitacion universal. A este respecto, y si bien penso, entre
otras posibilidades, que esta fuerza podia deberse a una especie de corriente de
particulas que bombardeaba el objeto (siempre repudié la posibilidad de accion a
distancia a través del vacio), acabd permaneciendo fiel a su idea de “no imaginar
hipotesis”.

(Qué avance representa pues Newton respecto a sus predecesores?

e Respecto a Kepler, cumpli6 el objetivo de éste de desarrollar una teoria fisica
basada en las causas.

e Respecto a Galileo, dado que éste no tratd nunca con el concepto de fuerza, sino
con el de aceleracion, al relacionar Newton aquélla con ésta —a través de su
segunda ley— hizo de la aceleracion una medida universal de la fuerza.

e Respecto a Hooke, éste habia sugerido que la fuerza entre el Sol y los planetas
tendria la forma 1/#%, pero la teoria de Newton incluye ademés el efecto de las
masas de los cuerpos que se atraen. Y, por otro lado, proponer una ley 1/ para
orbita circular no es lo mismo que llegar a demostrar que dicha ley vale también
para las orbitas elipticas (y conicas en general) en que se cumple la ley de las
areas, algo que si consigui6 Newton.

Finalmente, cabe mencionarse aqui que la confirmacion definitiva de la LGU se
consiguid con la prediccion del retorno del cometa Halley (1758), cuya alargada 6rbita
eliptica —de excentricidad 0,967— se repite cada 76 afos (siendo sus pasos mas
recientes cerca de la Tierra en 1910 y 1986), asi como con el descubrimiento del planeta
Neptuno (1845) —cuya orbita tiene una excentricidad de 0,0096—, estudiando la
perturbacion que le provocaba a Urano. La teoria de gravitacion universal de Newton
solo seria modificada con la llegada de la teoria de la Relatividad General de Einstein
(1916) en la que la fuerza gravitatoria a distancia se sustituye por una curvatura del
espacio-tiempo debida a la presencia de masa.
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De izquierda a derecha: Copérnico, Kepler y Newton (fotografias de dominio publico)
3. Fuerzas centrales. Campos conservativos.

El hecho de que la fuerza gravitatoria sea central, o sea que actda en la linea que
une la distancia » entre las dos masas que interaccionan (apuntando siempre hacia un
centro fijo: por ejemplo, sobre un planeta esa fuerza apunta siempre hacia un punto
central situado en el Sol), tiene la inmediata consecuencia de que bajo ella se conserva
el momento cinético. En efecto, el momento de la fuerza respecto de un punto O vendra
dado por

—_—

M= rxF Z;XF(I’)LT;ZO

puesto que r y F son paralelos; es decir, como toda fuerza central, la fuerza
gravitatoria no produce momento, y como, segun el teorema del momento cinético

M =9k
dt

entonces, el momento cinético es un vector constante:

_

L=rxmv=cte (6)

luego como debe ser constante no s6lo en mddulo, sino como vector con su orientacion
espacial, entonces, para que apunte swmpre hacia el mismo sitio, como L es

perpendicular al plano formado por » y v (por definicion del producto vectorial), este
plano, que es del movimiento, debe también permanecer fijo, lo que significa que la
trayectoria de los objetos sometidos a esa fuerza (planetas, satélites, etc.) sera plana
(elipse, parabola o hipérbola para el caso de la gravitacion universal).

18



L

trayectoria

Este resultado es general en el sentido de que
F central < L=cte

La constancia del momento cinético para una fuerza central (por ejemplo, la
gravitatoria) permite incluso obtener de una forma sencilla la segunda ley de Kepler o
ley de las areas. Asi, cuando el planeta P se mueve en un tiempo dt hasta P’, avanzando
un arco dr, barre un angulo d®, de modo que el area del triangulo barrido OPP’ sera:

trayectoria

dA=l|fxdf|
2

luego

a1l

dr
dt

1. - 1 . . L
=—|r><v|=—|r><mv|=—
2 2m

dt 2 2m
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y cOmo vimos que
L=| r X my |=cte

queda que

dA
—=cle
dt

que no es mas que la ley de las areas o segunda ley de Kepler.

Otro aspecto alin mas interesante de las fuerzas centrales es que si el modulo de
la fuerza, F, depende s6lo del mddulo de la distancia, », o sea F' = F(r), es decir,

F =F(r)u, , entonces la fuerza es llamada conservativa (puesto que, como veremos,

ello conlleva que la energia total de la particula sometida a ella se mantiene siempre
constante).

De modo general, se dice que una fuerza es conservativa si el trabajo realizado
por ella, cuando la particula que la sufre se mueve entre un punto inicial y otro final, se
puede expresar como la diferencia de una magnitud escalar, llamada energia potencial
E,, funcion solo de las coordenadas de posicion de la particula, ente el punto inicial y el
punto final, es decir:

W, ,.=| Fds=E,0:)-E, () (7)

Podemos ver entonces que cualquier fuerza de la forma F =F(r)u, es, en efecto

conservativa. Para ello, en la figura siguiente se tiene una fuerza central en la direccion
radial OP (no importa si la fuerza va de O a P —repulsiva, como la fuerza entre dos
cargas eléctricas del mismo signo— o de P a O —atractiva, como la gravitaciéon o como
la fuerza entre dos cargas eléctricas de signo opuesto—, pues en ambos casos es
central).

trayectoria
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Entonces, el trabajo realizado por la fuerza a lo largo de un trozo diferencial de
camino (el concepto de trabajo como producto de fuerza por desplazamiento fue
introducido por Poncelet y Coriolis en 1826) sera

dW =F.ds=F(r)u,.ds =F(r)dscos¢="F(r)dr
donde se ha llamado dr a la proyeccion de ds sobre la direccion radial. Y entonces, el

trabajo realizado por la fuerza entre dos puntos cualesquiera (P;, P») de la trayectoria
sera:

W, .=| Fds=[ F(r)dr=p(,)-¢(r)=E,(r)~E,(1,)

donde se ha llamado E, a la funcion ¢ cambiada de signo; de manera que, efectivamente

toda fuerza de la forma F =F(r)u,, como la de gravitacion universal (o la de
interaccion electrostatica de Coulomb), es conservativa.

Como consecuencia de ello, el trabajo realizado por cualquier fuerza
conservativa entre dos puntos del espacio no depende del camino seguido por la
particula, sino sélo de las posiciones inicial y final de la misma y si la trayectoria es
cerrada dicho trabajo sera cero (puesto que el punto inicial y final coinciden).

Otra forma equivalente de expresar la ecuacion anterior es Fdr = - dE, , puesto
que entonces integrandola daria

2 2
[ Far=["-dE, = E,(1)-E,()

como indicaba la ecuacion del trabajo W, _,,, de modo que

" ®)

y, si dividimos por la masa en ambos lados de la ecuacion, queda

F d(Ep / m)
m dr

y, llamando intensidad de campo a E=F/m y potencial a V=E,/m, queda la expresion

dv
E=—"" 9
ry (€))

llamandose superficies equipotenciales a las formadas por la unioén de todos los puntos
en los que se tiene el mismo valor del potencial, V = cte.
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4. Energia potencial gravitatoria.

A partir de la expresion (8), igualandola con la ley de gravitacion universal (5),
podemos calcular la energia potencial asociada a la fuerza gravitatoria:

Fe GMm _ dE,
r? dr
de donde
GMm
dE, = " dr
luego, integrando, queda
E =- GMm +C
b r

y, si se elige el origen de energia potencial en el infinito, o sea E, (r=0) =0, la ecuacion
anterior queda
GMm

o0

0= +C=C=0

luego, finalmente, la energia potencial gravitatoria sera:

g :_GMm (10)

’ r

Nota. La expresion (10) es general para cualquier distancia » (medida desde el foco
gravitatorio M hasta el objeto m; por ejemplo, desde el centro del Sol hasta el centro del
planeta Tierra). Pero si se trabaja desde la superficie de la Tierra, suele utilizarse la
expresion mas sencilla £, = mgh, siendo 4 la altura a la que est4 el objeto m medida
desde el suelo de la Tierra. Para llegar a ello basta igualar la expresion (8) con el peso e
integrar:

dE
Fer d,,p =—mg :>dEp = mgdr = Ep =mgr+C

y, si se elige ahora por comodidad que E, sea 0 justo en la superficie de la Tierra (la
eleccion del origen o cero de energia potencial es siempre arbitraria), o sea £, (r=R) =0,
la ecuacion anterior da

0=mgR+C = C =—mgR

luego

E,=mgr—mgR =mg(r — R) = mgh
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donde / es la altura medida desde el suelo (distancia » del centro de la Tierra al objeto m
menos el radio de la Tierra R).

Por otro lado, si se iguala la expresion de la ley de gravitacion universal de
Newton con la fuerza peso se tiene que:

GMm
r r

F=—

2

que da la aceleracion de la gravedad g en cualquier punto del espacio a distancia r del
foco de masa M (si en esta ecuacion se sustituye M por la masa de la Tierra y » por el
radio de la misma, se obtiene el conocido valor de g = 9,81 m/s” para la aceleracion de
la gravedad en la superficie de nuestro planeta).

5. Conservacion de la energia total.

La energia total E de una particula m (por ejemplo, un planeta) sometida a la
interaccion gravitatoria con la masa M (por ejemplo, el Sol), serd la suma de las dos
energias que posea dicha masa m, es decir la cinética asociada a su velocidad y la
potencial (10) asociada a la gravedad, o sea:

E=E +E, = %mvz _ GMm

(11)

7

Veamos ahora que cualquier fuerza conservativa conserva la energia total.
Para ello, sabemos que cualquier fuerza (sea o no conservativa) cumple el teorema de
las fuerzas vivas o de la energia cinética:

2— - 62 2 2 2 dv
WszL F.ds=J‘1 Fa’scosE’:J.1 F,ds :L ma,ds = 1 mEds

donde se ha llamado F, a la proyeccion de F sobre la tangente a la trayectoria en cada

punto (Fcos6, siendo 8 el angulo que forman los vectores fuerza y desplazamiento), y
como ds/dt =v queda

— 2 _1 2 1 2
sz_J‘l m"d"—gmvrgnm

. (e 2
y, definiendo la energia cinética como Ej; = mv'/2 , queda:

WHZ :Ejk2 - Ekl

Por tanto, para cualquier fuerza conservativa tenemos dos formas de expresar el
trabajo que pueden igualarse entre si:
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1/1/1_>2:Ewp1 _Ep2 :Ekz _Ewk1

(atencion a los signos: noétese que en la expresion del trabajo al ir de un punto inicial 1
a otro final 2 en funcion de la energia potencial aparece la diferencia de ésta entre la
posicion inicial 1 y final 2, mientras que en funcion de la energia cinética es al revés, la
final 2 menos la inicial 1)

de donde queda que
EPl + Ekl - EPz + Ekz

que expresa que la energia total de la particula m es la misma en cualquier punto del
espacio, es decir Ega = Cte.

Aplicando este resultado a la ecuaciéon (11) de la energia total de una particula
bajo la accion gravitatoria queda que

E=E +E, = %m# _ GMm

= cte (12)

r

Ejemplo n° 3:

Si se dispara verticalmente hacia arriba un proyectil con velocidad inicial de 5
km/s desde la superficie de la Tierra, ;hasta qué altura subira?

Aplicando la conservacion de la energia entre los puntos inicial (lanzamiento) y
final (parada momentanea), se tiene

1 5 GMm 1, GMm

mvinic - mvﬁn
2 rim'c 2 rﬁn
y simplificando m (el resultado no dependerd pues de la masa del proyectil lanzado) y
sustituyendo v, = 5000 m/s, 7 = Rrierra = 6,37 X 10° m, v, = 0m/s, M = M rieyra = 6
x10** kgy G=6,67 x 10" Nm’kg?, queda

Fin="7951 x 10° m
contados desde el centro de la Tierra, es decir el proyectil se parara a una altura
h=7951 km — 6370 km = 1581 km, contada desde la superficie del planeta
Nota importante. Si se aplicara la ecuacién cinematica Vzﬁn = Vzinic — 2gh, con vy, =
5000 m/s, v = 0m/sy g = 9,81 m/s%, se obtendria 4 = 1274 km, lo cual es erroneo pues

esta ecuacion cinematica s6lo puede aplicarse muy cerca de la superficie de la Tierra,
considerando g constante, circunstancia que no se da en el problema planteado.
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6. Velocidad de escape y velocidad orbital.

Como aplicacion de la expresion de la energia total bajo campo gravitatorio
podemos abordar el concepto de velocidad de escape ligado a la posibilidad de que un
objeto lazado con una velocidad inicial y sin propulsion posterior propia pueda escapar
de un campo gravitatorio.

Asi, se llama velocidad de escape v, en un punto P del espacio a la velocidad
minima con la que habria que lanzar un objeto m en presencia de un foco masivo M para
que llegue justo al infinito escapando de la atraccion de éste.

Esta velocidad se puede obtener rdpidamente usando la conservacion de la
energia (12) entre el punto inicial de lanzamiento P y el punto final en el infinito:

1 , GMm 1 »  GMm
~ mvesc - == mvoo -
r 2 0

y como v, = 0 pues se trata de llegar “justo” al infinito, o sea sin velocidad “sobrante”,
entonces, de la ecuacion anterior, queda

/ 2GM
A% L=
esc r

que no depende de la masa m del objeto a lanzar, sino de la masa del objeto M del que
se pretende escapar y de la distancia desde la que se lance m.

A partir de la ecuacion anterior, calcule la velocidad necesaria para que un
objeto escape de la atraccion de la Tierra (M masa de la Tierra) si se lanza justo desde
la superficie de ésta (» radio de la Tierra). Exprese el resultado en el S.I. de unidades y
en km/h.

Soluc.: 11209 m/s = 40352 km/h

Nota. Con esta velocidad, el objeto escaparia de la atraccion terrestre, pero no de la del
Sol.

Como en la ecuacion de energias utilizada no aparece para nada el angulo de
lanzamiento, la velocidad de escape es la misma independientemente de si se lanza el
objeto m en vertical (con lo que se alejara en vertical hasta pararse en el infinito) o en
horizontal (con lo que se alejard haciendo una trayectoria curvada hasta pararse en el
infinito).

Asi, seglin la velocidad con la que se lance inicialmente el objeto m en la figura
siguiente, se tienen distintas posibilidades en cuanto a la trayectoria que trazard. Usando
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la expresion de la energia total £ en un campo gravitatorio podemos obtener los
resultados sobre la forma de la trayectoria; asi, teniendo en cuenta que E; es siempre
positiva, de la ecuacion

E=E +E, = %mvz _ GMm

r

se tienen las siguientes posibilidades en cuanto al signo de la energia total E:

e E<O0=E, < ‘Ep‘ siempre, luego como E,(c0) = 0, quedaria E(o0) < 0, lo cual

es imposible, o sea, la particula no puede llegar al infinito, luego su trayectoria
se cierra sobre si misma (elipse, siendo la circunferencia un caso particular de
excentricidad nula). Es por ello por lo que las drbitas con £ < 0 se llaman
ligadas, puesto que, en ellas, la particula m no puede escapar de la atraccion del
foco M.

e E=0=E, = ‘Ep‘ siempre, luego como E,(0) = 0, queda Ei(0) = 0, o sea, la

particula puede llegar al infinito pero “justo” con velocidad nula (parabola), lo
cual corresponde al caso planteado en la velocidad de escape (por ello, a la
velocidad de escape se le llama también velocidad parabdlica).

o E>0=E > ‘Ep‘ siempre, luego como E,(c0) = 0, queda Ex(o0) > 0, o sea, la

particula aun tiene velocidad en el infinito (hipérbola).

Nota: Para la repulsion electrostatica coulombiana, como la energia potencial
es E, = Kqq'/r, al ser las dos cargas del mismo signo, s6lo puede haber E, > 0,
luego E > 0y, entonces, s6lo pueden darse trayectorias hiperbolicas.

Entonces, de otra manera, podemos decir que segun la velocidad v con la que se
lance un objeto m desde una distancia  al objeto M del que quiere escapar, se tiene que:

e v <y, = el objeto m hace una elipse y no escapa de la atraccion de M.

(si el objeto m se lanza verticalmente, vuelve a caer verticalmente sobre M; si se lanza
inclinado desde una altura respecto de M, el objeto m queda atrapado en una Orbita
eliptica alrededor de M; y si el objeto m se hubiera lanzado inclinado desde la propia
superficie de M, al cerrar la elipse volveria a chocar contra la superficie de éste).

e v =1y, = el objeto m hace una parabola y esta justo en el limite de escapar a la
atraccion de M, llegando justo al infinito a pararse.

e v >y, = el objeto m hace una hipérbola (como se ha observado ya que hacen

varios cometas), escapando a la atraccion de M, llegando al infinito con
velocidad no nula sobrante.
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Asi, gracias a la aplicacion de la ecuacion de la energia, puede analizarse la
situaciéon de la puesta en oOrbita de un satélite artificial de masa m alrededor de un
planeta de masa M y radio R, por ejemplo la Tierra. De acuerdo con lo obtenido, segun
la velocidad con la que se dote al satélite m en el punto P podria quedarse orbitando o
no alrededor de nuestro planeta, como se ve en la figura adjunta.

hipérbola

parabola

Curiosidad: en el modelo astrofisico basico de los agujeros negros —regiones
singulares del espacio donde se ha concentrado una enorme masa como consecuencia
del colapso evolutivo de estrellas muy masivas— se tiene que la velocidad de escape
seria mayor que la velocidad de la luz (limite fisico insuperable), con lo que nada, ni
siquiera la propia luz, puede escapar de ellos (de ahi el nombre de “negros”).

Por ultimo, podemos abordar el concepto de velocidad orbital, v, , es decir la
velocidad que lleva un objeto de masa m (por ejemplo, un satélite) cuando estd haciendo
una Orbita de radio r (circular uniforme, por sencillez) medido desde el centro O
alrededor de un foco masivo M (por ejemplo, un planeta).
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Para ello, basta con escribir la segunda ley de Newton para el objeto m, o sea:

2
GMm mv,, GM
F aplicada =M Qopservada — 2 = :>Vorb =
r

r r

que es inferior a la velocidad de escape v, en un factor raiz cuadrada de 2.

h:;-.."

Lanzamiento de la mision Apolo 11 (izq.) y modulo lunar Eagle orbitando alrededor de
la Luna, con la Tierra al fondo (dcha.), en 1969 (fotografias NASA de dominio publico)

Calcule la velocidad orbital que llevaria el transbordador espacial cuando
estuviera haciendo una orbita circular a 500 km de altura sobre la superficie de la Tierra
(radio de la Tierra Ry = 6,37 x 10° m, My =6x 10* kg, G = 6,67 x 10" Nmzkg'z),
expresandola en el S.I. de unidades y en km/h. A partir de ese resultado, considerando la
longitud de la circunferencia descrita por el transbordador (277), calcule el tiempo, en el
S.I. de unidades y en horas, que tarda la nave en completar cada orbita.

Soluc.: v=7632 m/s = 27475 km/h, T= 5656 s = 1,57 h

Curiosidad. Dado que un astronauta en dicha nave hace unas 15,3 orbitas a lo largo de
un dia terrestre de 24 horas, veria amanecer entre 15 y 16 veces cada dia.

Por tanto, la energia total de un satélite m en esa Orbita circular de radio r
alrededor del planeta M seria:

E=E, +E =lmvjrb—%=lmGM—GMm= GMm
L) r 2 7 r 2r

Curiosidad: si se quiere poner en orbita un satélite lanzandolo desde la superficie de la
Tierra, no puede hacerse de una sola vez puesto que al lanzarlo, como debe hacerse con
velocidad inferior a la de escape (pues no queremos que escape) volveria a caer sobre la
Tierra al cerrar su Orbita eliptica. Por ello, se lanza primero con velocidad inferior a la
de escape y, cuando estd a una altura deseada, un motor-cohete propio le da un impulso
tangencial de modo que empiece a hacer una orbita eliptica quedando atrapado en ella.
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Resumen.

Las tres leyes del movimiento planetario fueron obtenidas de modo empirico por
Kepler a partir de las observaciones de Brahe.

Estas tres leyes —y por tanto las observaciones de Brahe— pueden derivarse de
los principios teéricos newtonianos, y viceversa. No en vano, Newton afirma en
sus Principia: “Demuestro ahora la estructura del mundo”.

Leyes de Kepler del movimiento planetario <> Ley de Newton de la Gravitacion Universal

Newton alcanzo el objetivo deseado —y el suefio incumplido— de Kepler de
desarrollar una Fisica basada en las causas.

Kepler y Newton representan una transicion critica en la historia de la Ciencia y
de la propia humanidad, ya que descubrieron que:

- hay leyes matematicas bastante simples que se extienden por toda la
naturaleza.

- las mismas reglas fisicas son validas tanto en la Tierra como en los cielos.
Ambos respetaron los datos observacionales, y la precision de sus predicciones

sobre el movimiento planetario proporcion6 una prueba convincente de que el
hombre puede entender el Cosmos en profundidad.

Reflexion final. Nuestra moderna civilizacion, nuestra vision del mundo y nuestra
exploracion del Universo tienen una deuda profunda con los autores de estas
concepciones. Sirva la modesta exposicion recogida en el desarrollo de este tema como
un merecido homenaje a todos ellos.

El autor: Prof. Dr. Alvaro G. Vitores Gonzalez (Madrid, 2009)
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