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Introduccion

En la formulacidon newtoniana de la mecanica, dado
un sistema, las ecuaciones que describen su movimiento se
obtienen a partir de la segunda ecuacion de Newton, que
es una ecuacion vectorial.

Para ello se escogen coordenadas y se expresan las
velocidades y aceleraciones (magnitudes vectoriales) de
todas las particulas integrantes del sistema en funcion de
las coordenadas elegidas y sus derivadas primeras vy
segundas respecto al tiempo.
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Notacion. Coordenadas generalizadas. Espacio de configuracion

Cada una de las N particulas de un sistema tiene, en un
sistema de referencia 3D, 3 coordenadas (X,Y,z)

Por lo que tenemos 3N coordenadas independientes que se
denotan por g J=1,.....3N

X1: Y1, Zgo--Xns Yno Zy SON las variables independientes g
tambien denominadas coordenadas generalizadas, que
sirven para determinar en forma completa el estado de un
sistema formado por las i particulas.
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Notacion. Coordenadas generalizadas. Espacio de configuracion

Un sistema de coordenadas generalizadas es cualquier
conjunto de variables qgue permiten definir sin
ambigledad la posicion del sistema dinamico en

consideracion

N particulas i=1,........ N
Variables independientes, en ausencia de ligaduras, j=1,....3N

Tales coordenadas pueden ser cartesianas, cilindricas o de
cualquier otro sistema de coordenadas
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Notacion. Velocidad generalizada

El espacio que determinan se denomina espacio de
configuracion 4;.

Al evolucionar el sistema en el tiempo, las coordenadas
generalizadas cambian con el tiempo y podemos definir las
velocidades generalizadas (;
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~ Notacién. Ligaduras o enlaces

Una ligadura de un sistema representa una limitacion al
movimiento del mismo.

Cuando la ligadura establece una relacion entre las

coordenadas del sistema velocidad y tiempo, de la forma se
denomina ligadura cinematica.
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Notacion. Ligaduras o enlaces

Cuando la ligadura es independiente de las velocidades se
denomina ligadura geométrica o finita.

Siempre es posible pasar de una ligadura geomeétrica a una
cinematica por simple derivacion. Sin embargo no siempre es
posible pasar de una ligadura cinematica a una geomeétrica
por integracion de la ligadura cinematica ya que ésta no
siempre es integrable.

Si en la ligadura, geometrica 0 cinematica, no aparece
explicitamente el tiempo se dice que es estacionaria.

OCW-UPM



E.T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

~~ Notacion. Tipos de ligaduras

Tipos de ligaduras o enlaces. Los enlaces pueden ser
unilaterales o bilaterales

Unilaterales: cuando el punto puede abandona
la superficie por alguna de sus partes.

Si lo abandona por arriba y si lo abandona por
abajo

Bilaterales: cuando el punto no puede abandonar
la superficie por ninguna de sus partes.
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~~ Notacion. Clasificacion de los sistemas

Se denominan sistemas holonomos, aquellos que tienen todas
sus ligaduras geométricas, no dependen de la velocidad

No dependen de la velocidad (geométrica)
Si depende de la velocidad (cinematica) pero es integrable
No depende del tiempo (estacionaria)

No holéonomo Depende de la velocidad (cinematica) y no es
Integrable
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~~ Notaci6n. Grados de libertad

Si el sistema tiene ligaduras, no es libre, el numero de grados
de libertad viene definido por la diferencia entre el nimero
total de dimensiones (3N) y el numero de ligaduras (k)

N=3N-k
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~~ Notacién. Grados de libertad

Se puede elegir un sistema de n coordenadas independientes,
designado como

G= Qy, Azs GgseevveeeeU

gue especifican perfectamente la configuracion del sistema y
gue se denominan coordenadas generalizadas propias y
el espacio n dimensional correspondiente se denomina
espacio de configuracidon propio.
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Velocidad en coordenadas generalizadas y cartesianas

La posicion de una particula depende de sus coordenadas y t

La velocidad, en coordenadas generalizadas (para la particula 1)

V, = ar, _ on ag, +..,+ on,_ 08, +8r1 _ q1+...,+ﬁqn +%
dt oqg, ot og, ot ot oq oq, ot

Y en cartesianas

g dﬁ:8ﬁ8x1+8ﬁaxz+aﬁaxz+aﬁ:3@q_+@
" odt ox ot ox, ot ox, ot ot “Hox,
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~ Velocidad en coordenadas generalizadas y cartesianas

La velocidad se expresa por

- _dr _on 8q1 or. oq, oOr . of
V. = + oyt + +—-q, +—
dt  oq, ot oq, ot ot
_dr Z”: or.
' dt S,
al oV
oq.
d; oq,
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~~ Desplazamiento virtual

El desplazamiento virtual se expresa por o, €S un
operador diferencial por lo que actiia de forma similar a oF y
se caracteriza por ser un desplazamiento infinitesimal de la
posicion de una particula, realizado instantaneamente

Este desplazamiento aparte de instantaneo es arbitrario, no
relacionado con el movimiento real de la particula en el
Instante considerado.

Es hipotético e imaginario, y compatible con las ligaduras
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~ Desplazamiento virtual

Los desplazamientos virtuales mas utiles son los que respetan
los vinculos, y por tanto no violan las condiciones de ligadura
del sistema y se denominan desplazamiento compatibles con
los vinculos.

el or;
or =—-o0q, +...+—0
aql Gi o, d,
. - Of
5,:2—5%
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~” Fuerzas de vinculo

La introduccion de ligaduras en un sistema mecanico lleva al
concepto de fuerza de vinculo que es la que se ejerce sobre
la particula para forzar al cumplimiento de la ligadura.

Esta fuerza de vinculo se diferencia de la fuerza aplicada,
que es aquella determinada independientemente de
cualquier otra fuerza, dando solo las posiciones de las
particulas.
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~” Fuerzas de vinculo

Las fuerzas de vinculo se caracterizan porque pueden ser
tan grandes en magnitud como sean necesarias para
Imponer la ligadura, lo cual es una idealizacion de los

vinculos reales.

Las fuerzas que actian sobre una particula del sistema es

—

I:izlfia"'lfil

Si el sistema esta en equilibrio la fuerza de ligadura se anula
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~ Energia cinética. Ecuaciones de Lagrange

La energia cinética de un sistema de particulas se puede
expresar en funcion las coordenadas Yy Vvelocidades
generalizadas.

o_dr g 4 O
T Z i
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~ Energia cinética. Ecuaciones de Lagrange

L BN .
oT T ov :[ lm_z\,ijﬁzzmifﬂ

oq, ov,aq, \&2 ' 'Joq, & ' aq,
oT o0 (1 ) & r
“_:;.kZ;miViz):Zml or, dr
aq; 0q;\'i= 2 - 0q, dt
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T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS

Energia cinética. Ecuaciones de Lagrange

dt\ oq, ) oq, = ' dt o,
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 Trabajo virtual

El Trabajo virtual de una fuerza es el trabajo que realiza esta
fuerza durante un desplazamiento virtual .

N
dW =) F-5T,
=1
N N _ N 5r N n v N
dW:ZFI 5F;ZZ [ a_|5q1 :ZZFl_Ié‘qJ :ZQJ 5qj
1=1 =1 ]=1 qJ 1=l j=1 j 1=
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oy
r

Trabajo virtual

N
dW = 2 Q;-5q,
=1

Al término

>

-~ Or
F-—L=Q,
j=1 aqj

se denomina fuerza generalizada asociada a la coordenada
generalizada @; por jugar un papel equivalente en la
expresion del trabajo virtual analogo al que juega la fuerza
cuando se expresa en el espacio tridimensional.
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“~ Principio de los trabajos virtuales

El Principio de los trabajos virtuales postula que, en un
sistema en equilibrio, la suma de los trabajos virtuales de
todas las fuerzas de vinculo de un sistema es nula para
cualquier conjunto de desplazamientos virtuales, compatibles
con los vinculos, de las particulas del sistema

N

F'oT =0
=1
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“~ Principio de los trabajos virtuales

Si el sistema esta en equilibrio, la fuerza actuante sobre cada
particula ha de ser cero

FFF =0

En un desplazamiento virtual

OW =i(ﬁia+ﬁi')-5r =0
=1

N
Y como por hipoétesis Z =
entonces o,
Y F26T =0
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~~ Principio de los trabajos virtuales de D~ Alambert

D~ Alembert generalizo el Principio de los trabajos virtuales a
sistemas en movimiento fuera de las condiciones de

equilibrio.

La fuerza de inercia que actua sobre una particula es la suma
de la fuerza aplicada y la fuerza de ligadura; esta fuerza, por
otro lado es igual a la variacion de la cantidad de movimiento

respecto al tiempo, por lo que

|fi:|fia_|_|fi|:mi§_:pi
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" Principio de los trabajos virtuales de D~ Alambert

Suponiendo un desplazamiento virtual se tiene

S5 )or o

Y como

Se tiene

0 bien
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Fuerzas conservativas

Cuando las particulas del sistema estan sometidas
exclusivamente a fuerzas conservativas, es decir a fuerzas
que derivan de un potencial U;, se tiene

La fuerza generalizada, se expresa por

Lo O &y o\ OF . &OU, AU
= Fic— = VU | —— =) "+ _ "7
2 Z;‘ o, Z:‘( ')ﬁq,- = 09, 0q,
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“~ Fuerzas conservativas

Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange anteriores se
tiene

~oJ doar ar
dq; dtoq; aq;

J

Q; -

do(T-U) oT-U)
dt oq. oq.

J J

0

d oL ot _
dt oq;, aq,
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Fuerzas conservativas y no conservativas

Cuando el sistema esta sometido a fuerzas tanto conservativas
COMO No conservativas, se tiene para la fuerza generalizada

—»

Fa nc
93 P

=1 6qj =1 6qj =1 j
- oU nc oU nc
-3 Seqn - S,
1=1 aqj aqj
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“ Fuerzas conservativas y no conservativas

oU < dor oT

+Q" = ———+——
aq dt 6q; 4q;
d(aL) oL

dt\ﬁqj/ oq

OCW-UPM



E.T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

~ Momento generalizado

Se define el momento generalizado conjugado de la
coordenadas g; a

oL

pj_a_qj

Como ¢; puede ser una coordenada lineal o angular, el

momento generalizado tiene dimensiones de momento lineal
0 momento angular respectivamente.
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~ Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas de la
forma

Si la funcidon lagrangiana L no depende explicitamente de la
coordenada g;, o expresado de otra forma, si

a
8qj

el momento generalizado correspondiente se conserva Pj = cte
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~~ Coordenadas ciclicas

Si el momento generalizado correspondiente se conserva
p, =cte

La coordenada g; es una coordenada ciclica o ignorable.

. oL . .
Las expresiones ——=0 son integrales primeras del
movimiento 4,
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