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Se denominan lineas coordenadas de un espacio
euclideo tridimensional a aquellas que se obtienen
partiendo un punto dado P de coordenadas (g4, d,, ds),
variando una de ellas y manteniendo fijas las otras dos.

Si las lineas coordenadas son ortogonales en un punto
las coordenadas se denominan coordenadas
ortogonales. Por ejemplo, las coordenadas cartesianas
(X,y,z) son ortogonales, al Iigual que los son las
coordenadas cilindricas (r, ¢,z) y las coordenadas
esfericas (r, 0,0).
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En matematicas un operador diferencial es un operador lineal
definido como una funcion del operado de diferenciacion.

El uso mas comun del operador diferencial es realizar la
derivada en si misma.

Considerando que la variable es x, la notacion mas comun de
éste operador es

dx
d? d° d"
dx? dx® dx"
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Las sucesivas derivadas se expresan por
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Cuando se consideran derivadas respecto a variables
diferentes las derivadas parciales pueden escribirse como:

0 0 O
OX oy oz
Las sucesivas derivadas se expresan por
o> 0° ©0°
ox* ' oy?  oz°
o' o0 0"
ox" oy" oz
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Y las derivadas parciales cruzadas

OXOy  OYOX OXOz 0z0X 0yoz ozdy
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Lineas coordenadas

Se denominan lineas coordenadas de un espacio euclideo
tridimensional a aguellas que se obtienen partiendo un punto
dado P de coordenadas (d;, g,, g3), variando una de ellas y
manteniendo fijas las otras dos.

Si las lineas coordenadas son ortogonales en un punto las
coordenadas se denominan coordenadas ortogonales. Por
ejemplo, las coordenadas cartesianas (X,y,z) son ortogonales,
al igual que los son las coordenadas cilindricas (r, ¢,z) y las
coordenadas esféricas (r, 0,0¢).
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Lineas coordenadas

Tomando tres vectores tangentes a cada linea en un punto,

se obtienen tres vectores ortogonales entre si, pero no
unitarios.

Para obtener un sistema ortonormal, se divide cada vector
por su modulo .

h(9,,9,.9,) =& = ox

aoq,

enominado factor de escala
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Lineas coordenadas

Dado un conjunto de G
coordenadas (q,, d,, {3) Sobre

un espacio euclideo, cuyas
lineas son ortogonales entre si,

se puede construir una base
ortonormal en cada punto a
partir de los vectores tangentes

en cada una de las lineas
coordenadas.

d>

rxg':l

o
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Factor de escala

En el calculo vectorial se definen unas cantidades,
denominadas factor de escala h;, que representan la
proporcion entre lo que varia una coordenada y el
desplazamiento que produce esta variacion.
or

oq;

A partir de la expresion h(q,,a,,q,) =|g| = siendo

~\2 2
(hy?=| | =|e, I g W g G2 ] _|g OK o Y o021, O o Ay 402
oq dg; “dg  “dg dg; “dg; “dg; ) "dg; 'dg;  “dg
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Factor de escala

o333
oq; oq oq

de donde el factor de escala se expresa mediante la expresion

(2 (22
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Factor de escala

Considerando un sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z) y
un sistema de coordenadas curvilineas (q,, d,, Qs)-

Las coordenadas cartesianas se pueden expresar en funcion
de las coordenadas curvilineas mediante relaciones de la

forma

X=X(01, d,, d3)
y=y(d;, d,, d3)
2=2(01, J,, J5)
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Factor de escala

Conociendo estas relaciones los factores de escala (hy, h,, h3)
se determinan mediante las expresiones

e (2] (3]
2T (2]
(o) @) )
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Factor de escala en coordenadas cartesianas

Cuando el sistema de coordenadas es el de coordenadas
cartesianas (g,,9,.9;) =(X,v,2), los vectores unitarios definidos
sobre cada una de las direcciones son (i, G,, t,) =, J,k)

La relacion entre coordenadas es (x=x, y=y, z=z), y los
factores de escala son
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Factor de escala en coordenadas cilindricas

Cuando el sistema de coordenadas es de coordenadas
cilindricas (@..9,.9;) =(r,¢.2) ,los vectores unitarios definidos sobre
cada una de las direcciones son (g g, a,)=(a i,,K) Jla relacion
entre coordenadas es

r?

X =T COS @
y =rseng
L=1
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Factor de escala en coordenadas cilindricas

Los factores de escala son

h=h = \/(%jz + (%jz + (%T = \/(cos o) +(senp)” =1
o E -
P 0z 0z 0z
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Factor de escala en coordenadas esféricas

Cuando el sistema de coordenadas es de coordenadas
esfericas (4.9..9)=(r.¢.2) |os vectores unitarios definidos sobre
cada una de las direcciones son(,, u,, 6,) = (4,,4,,d,)la relacion entre
coordenadas cartesianas y esféricas es

; Nn/)n~rnc A
U

ron
A — 1OCIIUV LUO

y = rsengdseng

Z =rCos{
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Factor de escala en coordenadas esféricas

Los factores de escala son

ox) (oyY (azjz 2 2 5
=h = || — — — | =.4/(senécos sen@dsen CoS =1
h=h J(arj (2] +( 2] = lsenacos) +(sendsen) + (cos )

h,=h, = (%T +(ﬂj2 +(gj2 :\/(rcosecos )2 +(rcosfsen )2 +(-rsend)’ =r
>~ \\a0) "\20) "\ a0 v i

2 2 2
hy=h, = \/(ﬁj +[gﬂ) +(2j _ \/(—rsené?sengo)z +(rsend cos (p)2 = rsené
®

op
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Un operador diferencial vectorial es un operador lineal
gque actua sobre campos vectoriales definidos sobre una
variedad diferenciables

El operador vectorial nabla es un operador matematico que
tiene caracter vectorial; sin embargo carece de algunas de las
propiedades de las que gozan las magnitudes vectoriales,
como por ejemplo el modulo.

En coordenadas cartesianas se expresar por

§:£T+QT+£E
ox oy oz
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Si el operador nabla se aplica escalarmente a un escalar se
obtiene el gradiente de dicha funcion escalar; si se aplica
escalarmente a un vector se obtiene la divergencia de la
funcién vectorial.

Si el operador nabla se aplica vectorialmente a una funcion

\ W7 aYas el s f\l o N I\lf\ hhhhhhhhhhhhh \VW7aYas el sl f\l
VCbtUIIClI oC UULICIIU UI IULabIUIIGlI UU |a IUIIbIUII VUbtUIIaI



E.T.S. DE INGENIEROS AGRONOMOS UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

Gradiente de un campo escalar f(q,,9,05)

Dada un campo escalar, el gradiente de dicha funcion es un
campo vectorial, que en coordenadas curvilineas se expresa
mediante la ecuacion

. 1o . 1 of 1 of [1561(3#1@4)
Vf =——U,+——0U, + U,=| ——U+——U,+——0, |f
hog ' hég, ° h ag, hog = h,aoq, h, oq,

Siendo

- (10 _. 106 _. 10 .
V= U, +———1u, +——=u,
hog ' h, aag,
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Gradiente de un campo escalar f(q,,9,05)

En un sistema de coordenadas cartesianas

En coordenadas cilindricas

of . lof . of _
=—0U +=—0 +—10

ﬁf AL T z
or rop 7 oz

Y en coordenadas esféricas

. of . 1of _ 1 of _
a 0
rsend op
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Divergencia de un campo vectorial

Dado un campo vectorial V(%.9,.9;) , la divergencia de dicho
campo es un campo escalar, que se puede expresar como la
aplicacion del operador nabla escalarmente por el campo

vectorial

10 _. 106 _ 106 . o
0, + 0, + a, ( 3)
h,dq, =~ h, oq, h, 0g,

h dq h,oq, h,aq, aa, aa, od,

- hhyh,

W:( Lo, 1ov, 1o j 1 [6(v1h2h3) +a(hlv2h3)+6(hlh2v3)j
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En un sistema de coordenadas cartesianas

En coordenadas cilindricas

v _Eﬁ(rvr) _I_Ea(v(ﬁ) n aVz

\AY
r or r dp 0Oz
Y en coordenadas esféricas

la(rzvr)+ 1 o(sendv,) 1 v,
r’ or rsend 00 rsend oo

VV =
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Rotacional de un campo vectorial

Dado un campo vectorial v(q,,q,,9,) . €l rotacional de es el
producto vectorial, del operador nabla por el vector, lo que
resulta

hhh,1oq, oq, aq,
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En un sistema de coordenadas cartesianas

En coordenadas cilindricas

Y en coordenadas esféricas

i ] k
Vav=ll 22
oXx oy oz
vV, Vv, Y,
u.rua, U,
Gau=il 2 2
rijor oep oz
V. IV,
u, rd, rsendu,
J T N LI )
resend|or 06 oQ
V, v, Trsenév,
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Laplaciano de un campo escalar f(q,,9,95)

La expresion del laplaciano de un campo escalar f es un
campo escalar, que en coordenadas curvilineas se expresa
mediante la ecuacion

AR 22
hhh™| og \ h g, ) og,\ h, g, ) aa;( hy aa,
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En un sistema de coordenadas cartesianas

o’f o°f o°f
Af =—F+—+—
ox- oy° oz

En coordenadas cilindricas

af 21O Y L[ O
rorl o) *\op® ) oz

Y en coordenadas esféricas

1o0( ,0f 1 0 of 1 o f
Af =—— send— |+ > >
ror or r *send 06 00 ) r’sen‘d\ op




