Fundamentos y Teorias Fisicas ETS Arquitectura

1. MECANICA GENERAL

1.4. FUNDAMENTOS DE ANALISIS TENSORIAL

1.4.1. Introduccion

La mayoria de las magnitudes fisicas y relaciones matematicas entre las mismas quedan
perfectamente definidas trabajando con escalares y vectores. Estas magnitudes fisicas existen
independientemente de cualquier sistema de referencia (temperatura, fuerzas...). No obstante, para
representarlas escogemos un sistema de referencia y las especificamos por sus componentes. Las
componentes que especifican dichas magnitudes dependen del sistema de referencia escogido y por tanto,
es esencial conocer la “ley de transformacion” que nos permita encontrar la relacion entre las
componentes de dicha propiedad fisica en distintos sistemas de referencia.

1.4.2. Transformacién de coordenadas

Cuando una propiedad fisica esta representada por un escalar, el valor de ésta no depende del
sistema de ejes coordenados utilizado. Cuando una propiedad fisica es de carécter vectorial, su médulo no
depende de la orientacidn escogida para los ejes coordenadas, pero si sus componentes segln estos ejes.
Vamos a encontrar la relacién entre las componentes de la propiedad fisica expresada en un sistema de
referencia ortogonal OXYZ y un sistema de referencia ortogonal OX"Y"Z" rotado respecto al primero:

Sean U;, U, y U3 los vectores unitarios que definen las direcciones del sistema de referencia
OXYZ y i, G, y i los que definen las direcciones del sistema de referencia OX'Y'Z". Sean

(v4,V,,v3) las componentes del vector ven el sistema de referencia OXYZ y (vq,V,,V3) Sus

componentes en el sistema OX"Y"Z". Por tanto, podemos escribir;
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Primero encontraremos la relacion entre los vectores unitarios que definen uno y otro sistema de
referencia. Los vectores unitarios U;, UG, y U; se pueden escribir como combinacion lineal de los

vectores unitarios G, , U, y Uz del sistema OX'Y'Z:

Up =aply +aU; +asUs

2 =gl +azU; +agUs

<

3 = a3y taysU; +assls

<

donde el segundo indice de los coeficientes a indica de que vector unitario del sistema OXYZ se trata y el
primero indica la componente cartesiana. Para deducir el valor de los coeficientes a basta multiplicar
escalarmente las expresiones anteriores por cada uno de los vectores unitarios del sistema OX"Y’Z:

Uy eU; =a;,(U; ®Uy)+ay (U; oUy) +ag (U elz)=2ay;
Uy eUy =ay,(U; eU;)+ay (U oU,)+ag, (U; eUz) =ay,

Y en general podemos escribir para siguiente expresion para deducir los valores de los
coeficientes a:
aj =U; o0, = cos(d;, ;)
donde el producto l]i' el representa la proyeccion del vector unitario U{ sobre la direccién dada por el
vector unitario U;. Como todos ellos son vectores unitarios, cada una de estos coeficientes a no es mas

que el coseno del angulo que forman los dos vectores unitarios. A los cosenos de los dngulos que forma
un vector con los ejes cartesianos del sistema de referencia en el que se escriben sus componentes se les
denominan cosenos directores. En el caso particular de un vector unitario, sus componentes
corresponden a sus cosenos directores.

Si tomamos la expresion del vector v escrita al inicio de la demostracion y multiplicamos ambos
miembros de la igualdad por t; obtenemos:

Uy oV = vy (U #0y) +V, (Uy @) +Vg Uy #Us) = Vi (Uy ;) +V, (Uy #0) +V3 (U #s)

vy (Uy o lip) +Vy (Uy @ Up) +V3(ly @lig) =V; =a5;V; +85,V, +a33V;

De igual manera multiplicando por U, y U5 obtenemos:

Vy =8 Vp +axV, +aV;

Vg =azV; +az,V; +as3V3

Expresiones que escritas de forma matricial dan lugar a:
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donde R es la matriz de rotacién cuyas componentes son los cosenos directores .
1.4.3. Definicion de tensor y leyes de transformacion

La siguiente pregunta que debemos hacernos es si con escalares y vectores es suficiente para
describir todas las magnitudes fisicas y las relaciones que existen entre ellas. La respuesta es negativa, ya
que existen magnitudes fisicas para las que el caracter escalar o vectorial es demasiado restringido, ya que
vienen definidas por un mayor nimero de componentes. Veamos unos ejemplos que intuitivamente nos
permitan observar la necesidad de operar con magnitudes mas complejas:

- En un medio isétropo y elastico existe una relacién lineal entre esfuerzo y deformacién,

F = KX siendo K un escalar. ;:Qué sucede si el medio es anisétropo? F y X seran de
diferente direccién y por ello habré que reemplazar el escalar K por un operador matematico

mas general capaz de modificar el médulo y sentido de X .

- El mismo problema se plantea cuando se estudia la rotacién de un cuerpo respecto a un eje.
Si el cuerpo es un anillo delgado que gira con velocidad @ respecto a un eje normal, se tiene

que el momento angular L = 1@, siendo | un escalar. Si la forma del cuerpo es arbitraria, |

no puede ser escalar, pues I:y @ no tienen la misma direccion.

Por tanto de manera general, podemos llamar tensor a una entidad matematica que nos permite
describir las magnitudes fisicas y las relaciones que existen entre ellas. Un tensor existe
independientemente de cualquier sistema de referencia, no obstante, para trabajar mas facilmente con
ellos pueden ser especificados por sus “componentes” respecto a un sistema de referencia. EI nimero de
componentes o0 nmeros que se requieren para representar un tensor en un sistema de referencia son n",
siendo n la dimension del espacio en el que se trabaja y m el orden del tensor. En este sentido,
dependiendo de la complejidad de la magnitud fisica necesitaremos mas o menos componentes lo que
fijara el orden del tensor que la represente. Ademas de sus componentes, una propiedad fundamental que
sirve para describir un tensor es la ley de transformacion de sus componentes, como ya hemos visto para
el caso de vectores. Cuando se trata de transformaciones entre sistema de coordenadas generales o
arbitrarios, los tensores definidos se conoce como tensores generales. Cuando las transformaciones se
realizan entre sistemas de ejes cartesianos rotados entre si, los tensores que intervienen son los tensores
cartesianos. Gran parte de la Mecanica se puede desarrollar en términos de tensores cartesianos, por lo
gue si no se especifica lo contrario utilizar el término tensor equivale a considerar un tensor cartesiano.

Como hemos adelantado, los tensores se pueden clasificar por su orden. En un espacio
tridimensional que es donde vamos a trabajar, un tensor de orden m tendra 3™ componentes. Los tensores
con los que vamos a trabajar normalmente van a ser los siguientes:



Fundamentos y Teorias Fisicas ETS Arquitectura

- Tensor de orden cero: 3°=1, queda especificado en cualquier sistema de referencia por una
componente. Por tanto, un escalar es un ejemplo de tensor de rango mas simple. El valor de
la componente que lo representa no depende del sistema de coordenadas utilizado.

- Tensor de orden uno: 3'=3, queda especificado por tres componentes en el espacio fisico
tridimensional y se conoce cominmente como vectores. Su mddulo no depende del a
orientacion escogida para los ejes coordenados por si sus componentes segln estos ejes. La
ley de transformacidn para los tensores de orden uno es la vista anteriormente para vectores:

<i
Il

X
<i

siendo R la matriz de cosenos directores.

- Tensor de orden dos: 3°=9, queda especificado por nueve componentes, es decir, una
matriz 3x3. La ley de transformacién de un tensor de segundo orden es la misma que la de
una matriz 3x 3 frente a una rotacion;

T=R-T-R!'=R.T-R!

siendo R la matriz de los cosenos directores deducida para la transformacion de vectores o
tensores de orden uno.

Ahora y de manera general podemos hablar de campos tensoriales en los que a cada punto del
espacio se le asocia un tensor. Un campo escalar es un campo tensorial de orden cero, un campo
vectorial es un campo tensorial de primer orden y un campo tensorial de orden dos asocia una matriz a
cada punto del espacio.

1.4.4. Tipos de tensores (de segundo orden)
Algunos tipos de tensores de segundo orden son los siguientes:

- Tensor simétrico: un tensor simétrico es aquel para el cual Tj; =Tj; . Dichos tensores tienen

seis componentes independientes.

- Tensor antisimético: un tensor antisimétrico es aquel para el cual T;; =—Tj;, por lo que

jiv

T;; =0. Dichos tensores quedan determinados por tres coordenadas independientes.

- Tensor diagonal: es un tensor cuyas Unicas componentes no nulas son las de la diagonal
principal. Si todas las componentes del tensor diagonal son iguales, el tensor se denomina esférico.

- Tensor unidad: es un tensor diagonal esférico cuyas componentes son iguales a la unidad.



Fundamentos y Teorias Fisicas ETS Arquitectura

1.4.5. Direcciones principales de un tensor de segundo orden

Se denominan ejes principales de un tensor al sistema de ejes coordenados en el cual el
tensor tiene forma diagonal. Se denominan vectores principales o autovectores a los vectores que definen
las direcciones principales. Para un autovector se cumple:

T'VP =ﬂ.~\7p

es decir, cuando un vector V, esta dirigido segiin una de las direcciones principales, el vector resultante
de aplicar T sobre el vector vV es proporcional al mismo, con independencia del sistema de referencia
respecto al que se representan Ty Vp (pero con ambhos expresados respecto del mismo sistema). A 4 se

le denomina autovalor, valor propio o valor principal.

Las operaciones con tensores cartesianos de segundo orden son iguales a las realizadas con las
matrices asociadas. El calculo de los valores propios y direcciones principales de un tensor se identifica
con los de la correspondiente matriz. Por tanto, si la ecuacion anterior la escribimos de la siguiente
manera:

(T-Al)-Vp =0

donde | representa la matriz identidad. Al ser v, un vector no nulo, debe cumplirse que el determinante

de (T —Al) sea cero:

El problema se reduce al conocido problema de diagonalizacién de una matriz:

1) Los valores propios o autovalores A;,4,,A;s0n las raices de la ecuacion resultante del

desarrollo del siguiente determinante:

La matriz diagonal que representa el tensor T:

4 0 0
T=[0 4, 0
0 0
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2) Las componentes V; =(a;,b;,c;) de los tres vectores (i =1,2,3)que forman los ejes del

nuevo sistema coordenado ortogonal, llamados ejes principales, se calculan sustituyendo los
valores de los tres autovalores en el siguiente sistema:

T . VP = i . VP
Ty T T | & ai
Ty Ty Ty b| = /1| b|
Tar Ty Tag | C Ci

Algunos tensores de segundo orden que nos van a aparecer en Mecanica son, el tensor de
tensiones, el tensor de deformaciones.... y simplificara enormemente el problema poder reducirlos a una
matriz diagonal.

El desarrollo del determinante constituye un polinomio de orden tres, denominado polinomio
caracteristico que igualado a cero nos permite calcular los tres valores propios del tensor 4,, A,y ;. El

desarrollo del polinomio caracteristico puede escribirse de la siguiente manera:

det(T —Al) = =A% + (Tyy +Tpp +Ta3) A — (ToT 35+ Ty T 35+ T1aT 20~ TosT 35~ TysT 31~ T1oT 21) A +dlet(T)

Los tres coeficientes del polinomio son los denominados invariantes del tensor, esto es su valores
es independiente del sistema de referencia escogido para representar las componentes del tensor:

I, =Ty +Ty +T33  Traza del tensor o Invariante Lineal
I; =det(T) Invariante Cabico

1.4.6. Propiedades de los tensores simétricos de segundo orden

La mayor parte de los tensores de segundo orden que describen propiedades fisicas son
simétricos. Los tensores simétricos de segundo orden tienen una serie de propiedades muy importantes.
Estas son:

- Existe siempre un sistema de ejes en el cual el tensor toma la forma diagonal y los tres
autovalores son reales.

- Como los invariantes no dependen del sistema de coordenadas, en el caso de que existan tres
autovalores reales podemos expresar los invariantes también en el sistema de ejes
principales de la siguiente manera:

Il :Al +/12 +/I3
Iy =444



