Fundamentos y Teorias Fisicas ETS Arquitectura

1.1. CALCULO VECTORIAL

1.1. 1. INTRODUCCION

La Mecanica es la parte de la Fisica que estudia el equilibrio y el movimiento de los cuerpos. Se
divide en Cinematica que se ocupa del movimiento de los cuerpos independientemente de las fuerzas que
lo producen, en Dindmica que relaciona las fuerzas con los movimientos originados por ellas y Estéatica o
estudio del equilibrio.

En cualquiera de sus ramas, la Fisica busca una interpretacion de todos los fenémenos naturales,
siendo su objetivo descubrir y dar forma matematica a las leyes universales que relacionan entre si las
magnitudes que intervienen en aquello fendmenos. La Matematica es, por tanto el lenguaje de la Fisica.
En este sentido, la expresion de una propiedad fisica en términos de nlmeros requiere un buen
conocimiento de las nociones matematicas. En este primer apartado, revisaremos las nociones de calculo
vectorial necesarias para comprender los conceptos que veremos en el estudio de Mecanica General y que
Serviran para cursos sucesivos.

1.1.2. MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIALES

Una magnitud fisica es todo aquello que se puede medir: masa, volumen, temperatura, velocidad...

Hay magnitudes escalares que quedan completamente definidas por su valor numérico seguido de la
unidad en que se miden. Cuando un técnico desea indicar la temperatura que en un momento dado posee
un alto horno en una industria siderdrgica, bastara Unicamente que indique el valor numérico de tal
magnitud y la unidad elegida para su medida. No necesita ningiin dato complementario para conocer
perfectamente lo que desea expresar. Lo mismo sucede con otras magnitudes fisicas como la masa, el
volumen, el area de una superficie, la energia. Por ejemplo, en Mecénica, la duracién de un fenémeno
queda fijada conociendo el nimero que indica horas, minutos o segundos.

Otras magnitudes, sin embargo, no quedan definidas por el solo conocimiento de su medida seguida
de la unidad en que se miden. Ademas es necesario conocer la direccién y el sentido en el que actdan. Por
ejemplo, cuando se desea estudiar el movimiento de un proyectil en un disparo no basta conocer su
velocidad, sino que, ademas es preciso concretar la direccion y el sentido de su movimiento. No es lo
mismo dispara un proyectil a 100 m/s verticalmente hacia arriba, que verticalmente hacia abajo u
horizontalmente. Magnitudes de este tipo son la velocidad, la fuerza, la aceleracion.... y estas magnitudes
se llaman magnitudes vectoriales. Para expresar las magnitudes vectoriales se hace uso de los vectores y
por tanto se hace imprescindible un repaso al algebra de vectores.

1. 1. 3. DEFINICION DE VECTOR

Desde un punto de vista geométrico, un vector, que representaremos simbolicamente por v es un
segmento rectilineo AB orientado. Los elementos caracteristicos de un vector son:

- suorigen o punto de aplicacion (A) y extremo (B)
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- direccién: la de la recta que contiene o soporta el vector (recibe el nombre de recta soporte o
recta de accion)

- sentido: dirigido de A a B e indicado por la punta de flecha colocada en el extremo B

- modulo: medida del segmento AB

-

A

Definidos los elementos de un vector, se dice que dos vectores son equipolentes si tienen igual
madulo, direccion y sentido.

1.1.4. CLASIFICACION DE VECTORES
Los vectores se clasifican en libres, deslizantes y ligados.

- Vectores libres: son aquellos que pueden suponerse aplicados en cualquier punto del espacio. Para
que dos vectores libres sean iguales, basta que sean equipolentes. Ejemplo: velocidad de los puntos de un
solido rigido animado de un movimiento de traslacién.

- Vectores deslizantes: pueden suponerse aplicados en cualquier punto de su recta de accion. Es
decir, un vector deslizante puede sustituirse por cualquiera de los vectores equipolentes situados sobre su
misma recta de accion. Si la accion de un vector deslizante no cambia si tomamos como origen cualquier
punto de la recta de accion se utilizardn para representar magnitudes fisicas invariantes a una traslacién
sobre la recta de accion.

Para que dos vectores deslizantes sean iguales, ademas de equipolentes, tienen que tener la misma
recta de accion. Ejemplo: fuerzas sobre un sélido rigido.

- Vectores ligados (o fijos): son aquellos en los que esta determinado su punto de aplicacién A. Para
que dos vectores ligados sean iguales, ademéas de equipolentes, tienen que tener el mismo origen. Por
tanto, representaran magnitudes vectoriales cuyo valor cambia de un punto a otro, por ejemplo la
velocidad o aceleracion de un punto material.

1.1.5. REPRESENTACION ANALITICA Y OPERACIONES CON VECTORES LIBRES

Sean los vectores libres v,, V, y Vjcuya suma queremos determinar. Para ellos elegimos un

punto cualquiera O, y a partir de €l llevamos uno a continuacién de otro vectores equipolentes (iguales) a
los vectores libres dados. El vector que cierra el contorno poligonal asi obtenido es por definicion el
vector suma de los vectores componentes. Si s6lo hay dos vectores v,y V,, la regla anterior conocida

como regla del poligono se reduce a la llamada regla del paralelogramo, que establece que la suma de dos
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vectores estd representada por la diagonal del paralelogramo construido tomando los vectores v,y

v, como lados.

ﬁ
_ v
A 2
v

*r—>r

Vo

Ademas de la representacion grafica de un vector libre, necesitamos una representacién analitica
del mismo que nos permita realizar analiticamente operaciones matematicas como suma, resta, producto
escalar, producto vectorial.... Para especificar un vector libre se proporcionan las componentes del
vector respecto a un sistema de ejes arbitrario.

Comenzamos viendo las componentes de un vector v en el plano. Elegimos el sistema de
referencia ortogonal y proyectamos el vector v sobre los ejes coordenados:

A partir del dibujo y de la regla del paralelogramo se deduce que:
V=V, +V,

siendo V,y V, los vectores componentes.
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Aplicando el Teorema de Pitagoras, el modulo del vector Ven funcién de sus vectores
componentes:
12 L2 |- |2 _ ~ 12 |- |2
=V, y =4, y
V™ =[Vy|" + V| = V=] +[V

Este resultado se puede trasladar al caso de tres dimensiones: Si se proyecta el vector v sobre los
tres ejes cartesianos, dichas proyecciones son las aristas de un paralelepipedo cuya diagonal es el vector
vV , por tanto:

V=V, +V,+V,

= 2 [0, #1002 = =0 1, 10

Un vector unitario es un vector de médulo la unidad. Dado cualquier vector v , podemos definir
un vector unitario en la misma direccion y sentido de v simplemente dividiendo por su médulo:

| <

U=

<i

A partir de la definicién de vector unitario, cualquier vector V se puede escribir de la siguiente

manera:

donde d indica la direccion y sentido del vector v .

Designamos con las letras i, ]y k a los vectores unitarios en las direcciones de los ejes

cartesianos X, Y y Z. Segun la definicion de vector unitario, las proyecciones del vector v sobre los ejes
cartesianos se pueden escribir de la siguiente manera:

V=V, +V, +V, =v,i +v,j +V,k =(vx,vy,vz)

siendo (vx,vy,vz) la componentes cartesianas del vector v .

En la practica, las operaciones con vectores se realizan expresandolos en términos de sus
componentes cartesianas. Revisamos las operaciones basicas que se pueden realizar con vectores libres:

Sean los vectores: d=a,i+a,j+a,k

b=b,i+b,j+b,k
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1. Sumay diferencia de vectores

éiﬁzl(ax ibx)f+(ay iby)j+(az J_rbZ)IZJz(aX +b,,a, b, a, J_rbz)

La sumay diferencia de vectores verifica las propiedades conmutativa y asociativa.
2. Producto de un vector por un escalar

Es otro vector a = 4(a,,a,,a,) =(4a,,4a,, 4a,) que tiene igual direccion que el vector a y

el mismo sentido o el opuesto segln que el escalar A sea positivo 0 negativo.

3. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores ay bes un escalar que resulta de multiplicar entre si los
modulos de los vectores por el coseno del &ngulo comprendido entre ambos:

deb = |é”6‘ cos &

La expresién analitica del producto escalar en funcién de las componentes cartesianas de los
vectores:

deb=a,b, +a b, +a,b,

Algunas propiedades y aplicaciones del producto escalar:

1) La proyeccion de un vector sobre otro es igual al producto escalar de los dos vectores
dividido por el médulo del vector sobre el que se hace la proyeccién. Este hecho se entiende claramente si
se considera el producto escalar de a por uno de los vectores unitarios segun los ejes coordenados:

dei = a,.. Donde se ve claramente que dei es justamente la proyeccion de & sobre el eje X.

2) El producto escalar es conmutativo: deb=bea
3) El producto escalar de dos vectores perpendiculares es nulo: deb=0=4 L b
4) EIl producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del médulo de dicho

vector: dead =|é|2, por tanto [d|=vaed

5) Angulo de dos vectores:

deb
cosq =——
ap|

4. Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores dy b, denotado como dxbes un vector con las
siguientes caracteristicas:

- Moddulo: |\7|:|é|‘5‘sena

- Direccion: perpendicular al plano determinado por los vectores dy b
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- Sentido: regla de Maxwell (avance del tornillo o sacacorchos en el supuesto
de que el primer vector vaya hacia el segundo por el camino mas corto)

La expresién analitica del producto escalar en funcidn de las componentes cartesianas de los
vectores coincide con el desarrollo del siguiente determinante:

Algunas propiedades del producto vectorial son las siguientes:

1) El producto vectorial es anticonmutativo: (ﬁ X 5)= —(6 X é)
2) El producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo: dxb =0= éHB
‘é X 5‘

axb =
2

3)

= |§”6‘sena = sena =-—
a

5. Derivada de un vector

Sea un vector cuyas componentes dependen de un cierto parametro t: V = (v, (t), v, (t), v, (t)). Se
define la derivada del vector vV con respecto al parametro t como otro vector cuyas componentes son las

v |dv.(@) dv,(t
derivadas de las componentes del vector con respecto al parametro t: ((jj_\t/: V(’j‘t( ), (;It() dvét(t)
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1.1.6. REPRESENTACION ANALITICA Y OPERACIONES CON VECTORES DESLIZANTES
a) Coordenadas o componentes de un vector deslizante

Para especificar un vector deslizante se necesita proporcionar las componentes del vector y la
recta de accion. En este sentido, una forma (no exclusiva) de describir un vector deslizante es dando las
componentes del vector y las coordenadas de un punto de la recta de accion :

(P1a) = l(Px’ F)y’ Pz);(axiay’az)J

Segun la definicidn se requieren seis pardmetros para especificar un vector deslizantes. Méas
adelante veremos que, en realidad, los seis parametros no son independientes y tan sdlo son necesarios
cinco. Dichos parametros se denominan coordenadas o componentes de un vector deslizante. Con los
vectores deslizantes, podemos definir un conjunto andlogo de operaciones al definido anteriormente para
vectores libres. La Unica salvedad es que dos vectores deslizantes s6lo pueden sumarse si la recta de
accion es la misma o si sus rectas soportes se cortan en un punto.

b) Momento de un vector deslizante respecto a un punto

Consideremos un vector deslizante (P;d)y sea O(OX,Oy,OZ)un punto arbitrario del

espacio. Se define el momento del vector a respecto a P como el siguiente vector:
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Propiedades:

1. El vector Mo(é) es un vector ligado o aplicado en P. Si consideramos otro punto, en general se tiene

que Mo(é) # I\ﬁo,(é'). Por tanto, no tiene sentido hablar simplemente del momento de un vector sin

hacer mencién al punto respecto al que se calcula.
2. Elvector M, (@) es perpendicular al plano generado por los vectores OP y a.

3. Sean O y O dos puntos arbitrarios del espacio. Los momentos del vector & respectoa O y O

estan relacionados mediante la expresion: I\]O,(é) = Mo(ﬁ) + OO x 4. En efecto, se verifica que:
M, (d)=OPxd=(OP+00)xd=0Pxa+00xa=M,(@)+00xa

donde hemos usado que O'P =0OP +00.
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4. Por la propia definicion de vector deslizante, el vector Mo(é) es independiente del punto P que
tomemos sobre la recta de accion. En efecto, consideremos otro punto P sobre la recta de accion y

designemos por M "5 (&) al momento respecto al punto O:

M, (8) = OP'xd = (OP + PP )xa =OP x & + PP'xda =OP x & = M, (&)

M, (@)

¢) Momento de un vector deslizante respecto a un eje

Se define como la proyeccion sobre dicho eje del momento de ese vector respecto a un punto
cualquiera del eje. Matematicamente dicha proyeccion (magnitud escalar) se calcula:

M. =ProyM, (&) = M, (&) e (. , siendo Gig un vector unitario a lo largo de la direccion del eje.

Por las caracteristicas de un vector deslizante, el valor del momento respecto a un eje debe ser
independiente del punto O que tomemos sobre el eje:
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E E :(Mo'(é)°UE)_(Mo(a)'UE) =(|\7|.o,(ﬁ)— Mo(é)).UE =
(06 xa)+ Mo (@) - Mo (a)|o U, =[(0'Gxa)|et, =0=M =M,

1.1.7. SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

a) Definicion

Se define un sistema de vectores deslizantes como un conjunto de vectores deslizantes.

Dado un sistema de vectores deslizantes {él, d,,85,4,,...4, |, se define la resultante de dicho

sistema como el vector libre calculado de la siguiente manera:

~ n
R = éi
i=1

10
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Se define momento resultante del sistema respecto a un punto O al vector ligado resultado de
sumar los momentos, respecto a dicho punto, de los vectores del sistema:

Mo :imo(éi)

i=1

Para obtener el momento resultante de un sistema de vectores deslizantes, respecto a un punto

O’, conociendo su momento M, respecto a un punto O, basta sumar a M el momento respecto a O” de

la resultante supuesta aplicada en el punto O. Lo demostramos:

n

Mo =D Mo (@)= (0Fa) =[0G +0F)xq |- [06xa]+ Y 0P xa]-006x

M, =0'0OxR+M,

b) Invariantes de un sistema de vectores deslizantes

Dado un sistema de vectores deslizantes, el conjunto de todos los vectores momentos definidos
en todos y cada uno de los puntos del espacio se denomina campo de momentos. Conocida la resultante

R y el momento en un punto O, MO queda completamente definido el campo de momentos generado

por el sistema. Por tanto, es posible sustituir el sistema de vectores deslizantes inicial por el par {ﬁ, M o}

que se denomina torsor del sistema de vectores en el punto O. Al punto O suele denominarse centro de
momentos.

Se llama invariante de un sistema de vectores deslizantes aquella magnitud que permanece

constante (invariante) cuando se cambia el centro de momentos. Los dos invariantes bésicos de un
sistema de vectores deslizantes son:

1. La resultante R. En su definicién no aparece el centro de momentos. Este invariante se
denomina invariante vectorial.

2. El producto escalar M 0® R.Sean O y O” dos puntos arbitrarios, entonces:

por tanto MO,OIiz MOO§ ya que (O'6x§)0§:0 puesto que (O'(3>< R) L R. Aeste

invariante se le denomina invariante escalar y también recibe el nombre de automomento.

A partir de estos dos invariantes se pueden definir otros. Uno de ellos es la proyeccion de

M, sobre la resultante R . Si llamamos m a dicha proyeccion, entonces:

11

a +
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-0 -

R

de donde se deduce que m es un invariante ya que lo son el numerador y el denominador. El escalar m se
denomina momento minimo del sistema de vectores deslizantes. También suele definirse el vector
momento minimo, m que es un vector cuyo médulo es m y cuya direccion y sentido coinciden con los de
la resultante. Matematicamente se expresa como m=m-Ug, Siendo Uy un vector unitario en la direccion

de R. El médulo del vector momento minimo es menor (o igual) que el médulo de cualquiera de los
vectores del campo de momentos del sistema de vectores deslizantes:

. _‘Mo°§‘:MO-R-|COSa|:

M=mel, =|f|=m= ‘ﬁ‘ = Molcosa| <M, VO

siendo cos & el angulo formado por los vectores M,y R.

¢) Eje Central

Acabamos de ver que el vector momento varia de un punto a otro. Se denomina eje central de un
sistema de vectores deslizantes al lugar geométrico de los puntos del espacio en los que el vector

momento resulta ser el vector momento minimo M = m- G . EI momento minimo tiene la direccién de R,

por tanto, el eje central es el lugar geométrico de los puntos en los que el vector momento M es paralelo

aR.
Vamos a comprobar que el eje central es una recta:

Supongamos que C es un punto del eje central, entonces MC =M=m-Ug. Sea Q un punto

arbitrario. El momento respecto a Q vendra dado por MQ = MC + Qé xR . Para que Q pertenezca al
eje central debe cumplirse que M, = MC =M, de manera que Qé xR=0= Qé”ﬁ . Por tanto, el

eje central es una recta paralelaa R .

Si para un punto C del eje central, M HR y cuando dos vectores son paralelos sus componentes

son proporcionales, se sigue que la ecuacion del eje central es:

L M
MC=ZR:(MX,My,MZ):i(RX,Ry,RZ):I\ng: = s

12
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A partir de la definicion de eje central se pueden deducir algunas propiedades de simetria del
campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes:

1. El momento resultante de un sistema de vectores deslizantes presenta igual médulo en puntos
situados a igual distancia del eje central.

El momento resultante Mo de un sistema de vectores deslizantes respecto a un punto arbitrario
O puede escribirse en funcion del momento minimo de un punto del eje central como
MO =M+ OC x R. Dado que R es un vector libre, el ngulo formado por los vectoresOC y R y la

distancia OC son magnitudes constantes para puntos situados a igual distancia del eje central por lo que

en todos estos puntos ‘I\ﬁo‘ = cte, aunque no la direccién y sentido de dicho vector ya que cambia el

plano definido por OC y R. El mddulo del momento resultante es constante en todos los puntos
situados sobre una superficie cilindrica coaxial con el eje central. Esto es, el campo de momentos
presenta simetria cilindrica respecto al eje central.

2. El momento resultante de un sistema de vectores deslizantes es igual (médulo, direccion y
sentido) en puntos de una recta paralela al eje central. En tales puntos, ademas de las condiciones
descritas en el apartado anterior se verifica que es el mismo el plano, por tanto el vector producto

vectorial, definido por los vectores oC y R.

d) Momento de un sistema de vectores deslizantes respecto a un eje

Se define como la proyeccion sobre el eje del momento resultante de un sistema de vectores
deslizantes respecto a un punto cualquiera del eje. Coincide con la suma de los momentos de cada uno de
los vectores deslizantes respecto al eje:

Me :MO.UE = ( n Mo(éi)).UE: n (Mo(é:i).UE): n Mo (&)

i=1 i=1 i=1

13
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1.1.8. REDUCCION DE UN SISTEMA DE VECTORES DESLIZANTES

Dos sistemas de vectores deslizantes son iguales si contienen exactamente los mismos vectores.
Sin embargo, la condicidn necesaria y suficiente para que dos sistemas sean equivalentes es que tengan la
misma resultante y el mismo momento respecto de un punto dado.

Una reduccién de un sistema de vectores es otro sistema de vectores que sea equivalente y
resulte més sencillo de manejar. La reduccion méas general consiste en tres vectores, uno de ellos coincide

con la resultante pasando por un punto cualquiera O del espacio y los otros dos forman un par de vectores
de momento igual al momento resultante del sistema respecto al punto O.

Teorema: {F,,F,.......F, |= {R, F ~F |

Cuando el punto O es un punto del eje central se denomina reduccidn canénica del sistema de

vectores deslizantes. En el caso en el que M, @ R=0 siendo R # 0 Ila reduccién més sencilla es la

resultante aplicada en un punto del eje central. Si tenemos el caso en que R=0 y M o =0, lareduccion

mas sencilla es un par que proporcione ese momento.

NOTA. Caracteristicas del campo de momentos creado por un par de vectores

M, =OPxF +0Qx(-F)=QPxF

14
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1.1.9. SISTEMAS DE VECTORES CONCURRENTES

Si el sistema de vectores deslizantes es concurrente, esto es, si las rectas de accién de todos los

vectores se cortan en un punto comin Q, el momento respecto a dicho punto de interseccion M Q €S

nulo. En este caso, la expresion del calculo de momentos se reduce a:

que constituye el denominado teorema de Varignon que dice que el momento de un sistema de vectores
deslizantes concurrentes en Q respecto a un punto arbitrario P es igual al momento de la resultante,
aplicada en Q, respecto al punto P. En cualquier punto P, es facil comprobar que el automomento es cero

M p® R=0 ya que segun el teorema de Varignon se tiene que M p L R. Si el momento minimo es

nulo, la reduccion candnica del sistema se reduce a R aplicada en un punto del eje central, esto es en Q.
1.1.10. SISTEMAS DE VECTORES PARALELOS

Un sistema de vectores paralelos es aquel en el que sus rectas de accién son paralelas entre si.

Ay
:’tz = A
i

Sea U un vector unitario en la direccion de las rectas de accion. Los vectores paralelos se pueden
expresar como:

15
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siendo 4; = i|éi | ==a; donde el signo indica que &; tiene el mismo sentido o sentido opuesto que U .Y

n
por tanto, la resultante: R = Gz Y
i=1

Algunas propiedades:

- En cualquier punto O, el automomento es cero: MOO§=0: Moiﬁ. Es facil

comprobarlo:

>

O

Mo =D (OP x&)=> (OP, x 4U) =>4 (OP, xi) = M, L
i=1 i

i=1

Siﬁ”d:ﬂ\ﬁo 1R

- El momento minimo es nulo, por tanto la reduccion canénica del sistema de vectores paralelos

se reduce a R aplicada en un punto del eje central

Consideremos ahora los vectores @, a,, 8....cvenene a, ligados a puntos Py, P;, P;........ P, de

sus rectas de accion.

f e&%zﬂ

Py o

./J

Se escoge un sistema de referencia de origen O y sean 1,1y, I5......... r,, los vectores de posicion
de los vectores (dirigidos desde O hasta P;). Denominamos I al vector de posicion respecto de O
de un punto cualquiera del eje central C en el que suponemos aplicada la resultante R a la que

se reduce el sistema. Por ser R equivalente al sistema de vectores paralelos, su momento
respecto al origen O del sistema de referencia debe coincidir con el momento resultante del
sistema respecto a este punto, esto es:

Mozfxﬁziﬁxiﬂziiﬁxﬁ
i=1

16
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siendo m un ndmero arbitrario, y para cuyos diversos valores obtendremos puntos de una recta,
una recta que es el eje central. EI vector de posicién de unos de los puntos del eje central viene
dado por la expresion:

Sar S
=1

OC = =L _

yi 0 R

a este punto se le llama centro de momentos del sistema de vectores paralelos.
En resumen, el centro de momentos de un sistema de vectores paralelos aplicados tiene dos
propiedades importantes:

1. Esta contenido en el eje central del sistema de vectores

2. El momento del sistema de vectores paralelos respecto a un punto Q se puede escribir de la
siguiente manera:

puesto que si el punto C pertenece al eje central M c=m=0.

Si el pardmetro 4; representa la masa m; de las particulas de un sistema material, C es el

denominado centro de masas.

17
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